CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

3.1. Equilibrio estatico.

MOMENTO DE UNA FUERZA

Para resolver el asunto de fuerzas que no pasan por un mismo punto se utiliza una definicién que se llama
momento de una fuerza. Se define el momento de una fuerza con respecto a un punto O como:

<:| Momento de una fuerza

Mo =F . d send con respecto al punto 6.
CENTRO DE
MOMENTOS 9%/,: FUERZA
0’/'.. ........ 4=
—1

La distancia que va del punto (eje de rotacion) a la fuerza se llama d y F es la componente de la fuerza en forma
perpendicular a d (ojo con esto). Si la fuerza est inclinada como en el dibujo de aca abajo, el momento de la
fuerza con respecto a O vale Mo =Fy.d ( Fyesla componente de la fuerza perpendicularad ).

SIGNO (+) O (-) DEL MOMENTO DE UNA FUERZA

Una fuerza aplicada a un cuerpo puede hacerlo girar en sentido de las agujas del reloj o al revés. Es decir:
Como hay 2 sentidos de giro posibles, uno de los dos tendra que ser positivo y el otro negativo.

Para decidir cual es positivo y cual es negativo hay varias convenciones. Una de las convenciones dice asi: " el
momento de la fuerza sera positivo cuando haga girar al cuerpo en sentido contrario al de las agujas del
reloj".

GIRA E s GIRA

Mo v AL ,
cc:L —_— T <" REVES
RELOY \\—/

Otra convencion, dice: " el momento serd ( + ) cuando la fuerza en cuestion haga girar al cuerpo en el mismo
sentido que las agujas del reloj ".

Pero la convencion que més se suele usar, es esta: Antes de empezar el problema uno marca en la hoja el
sentido de giro que elige como positivo poniendo esto:  (+) ? ( giro horario positivo ) o esto: @(+) ( giro
antihorario positivo ).

¢ Puede el momento de una fuerza ser cero ?

Puede. Paraque M (=F .d) sea cero, tendra que ser cero la fuerza o tendra que ser cero la distancia. SiF =
0 no hay momento porque no hay fuerza aplicada. Si d es igual a cero, quiere decir que la fuerza pasa por el
centro de momentos.

LA FUERRA F PASA
- — JusTo PoR BL CENTRD
DE MOMENTOS (Mp=0)
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

CONDICION DE EQUILIBRIO PARA FUERZAS NO CONCURRENTES

Supongamos el caso de un cuerpo que tiene aplicadas fuerzas que pasan todas por un punto. Por ejemplo, un
cuadro colgado de una pared.

Para estos casos, la condicién para que el tipo estuviera en equilibrio era que la suma de todas las fuerzas que
actuaban fuera cero. O sea, que el sistema tuviera resultante nula. Esto se escribia en forma matemaética
poniendoque Y Fxk=0y YFy=0.

Muy bien, pero el asunto de que R fuera cero, s6lo garantizaba que el cuerpo no se trasladara.

Ahora, si las fuerzas NO PASAN POR UN MISMO PUNTO , puede ser que la resultante sea cero y que el
cuerpo no se traslade. Pero el cuerpo podria estar girando. Mira el dibujito.

R=0
. { LA BARRA
Hzinm AV CUPLA

: No sg )
11" TRASLADA (O PAR
1M __r  PERO GrRA
En este dibujito, la resultante es cero, sin embargo la barra esta girando. Esto es lo que se llama CUPLA ( o

par ). Una cupla son 2 fuerzas iguales y de sentido contrario separadas una distancia d. La resultante de estas
fuerzas es cero, pero su momento NO. Al actuar una cupla sobre un cuerpo, el objeto gira pero no se traslada.

L e

El responsable de la rotacién es el momento de las fuerzas que acttian. Por eso es que cuando las fuerzas no
pasan por un mismo punto, hay que agregar una nueva condicién de equilibrio. Esta condicién es que el
momento total que acttia sobre el cuerpo debe ser CERQO. La ecuacion es Y Mg = 0. Se llama ecuaciéon de
momentos. Al igualar la suma de los momentos a cero una garantiza el equilibrio de rotacién. Es decir, que la
barra no esté girando.

ENTONCES:

PARA QUE ESTE EN EQUILIBRIO UN CUERPO QUE TIENE
UN MONTON DE FUERZAS APLICADAS QUE NO PASAN
POR UN MISMO PUNTO, DEBE CUMPLIRSE QUE :

2 Fx=0 Garantiza que no hay traslacién en x.
2 F=0 Garantiza que no hay traslacién eny.
2 Ms=0  Garantiza que no hay rotacién.

CONCLUSION ( LEER)

Para resolver los problemas de estatica en donde las fuerzas NO pasan por un mismo punto hay que plantear
tres ecuaciones.

Estas ecuaciones van a ser dos de proyeccion ( YFx y YFy )y una de momentos ( Y Ms = 0 ). Resolviendo las
ecuaciones que me quedan, calculo lo que me piden.
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

3.1.1. Ejercicios resueltos.

1. Una barra rigida con masa despreciable y de longitud 3d puede girar en el apoyo W. Si dos fuerzas cada
una de magnitud F estan aplicadas en los extremos, como se muestra en la figura 231, éen qué punto(s)
V, W, X o Y una tercera fuerza vertical de magnitud F debe ser aplicada para que la barra esté en
equilibrio? (Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

aA)WyV b)VyY cVyX d)XyY e)WyX
AF AF
\"/ W- X Y
o
d — — d d
Figura 231
SOLUCION

Para que se mantenga el equilibrio en la barra deben cumplirse las dos condiciones de equilibrio, esto es que
la suma de las fuerzas, aplicadas a la barra, sea cero; y, que la suma de las torcas (o torques) generadas por
las fuerzas aplicadas sea cero.

Por la primera condicion de equilibrio tenemos que la fuerza que se debe aplicar, P, a la barra es

> Fy=0
2F +P=0
P=-2F

pero esto es distinto de las condiciones que nos presenta el problema, debido a que nos piden encontrar una
fuerza de magnitud F, y no de magnitud 2F como hemos encontrado por la primera condicién de equilibrio.
De la segunda condicion de equilibrio, tomada con referencia a la figura 231 tenemos que

>r=0

Tp1+Tpo +TE3=0

siendo aqui F; la fuerza de magnitud F localizada en el punto V, la fuerza F., la de magnitud F localizada en el
punto Y, y la fuerza Fs, la fuerza de magnitud F que no sabemos donde quedara ubicada, a esta longitud
medida a partir del eje de rotaciéon W, la denominaremos D. Ademas, seguiremos la convencion que el torque
que genere una rotaciéon en la misma direcciéon que las manecillas del reloj serd negativo, y en direccién
opuesta, positivo, siempre y cuando se mantenga el equilibrio, si no ocurriera el equilibrio tomaremos en
cuenta la direccién de la aceleracion angular, a.

- Fd+F,(2d)+F;D =0
FD = —2Fd + Fd
FD = -Fd

La ecuacion obtenida anteriormente nos muestra que la fuerza de magnitud F debe producir un torque
negativo, por lo tanto la fuerza debe aplicarse verticalmente hacia arriba si la colocamos del lado izquierdo
del eje de rotacion, y debe ser colocada verticalmente hacia abajo si la colocamos del lado derecho del eje de
rotacion, al simplificar la ecuaciéon anterior observaremos que la distancia D buscada tiene una longitud d,
por lo tanto la fuerza puede ser aplicada en los puntos V y X para que se mantenga el equilibrio.

Respuesta: ¢
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

2. Eltrampolin de la figura 232, con masa despreciable, se mantiene en equilibrio cuando una persona que
pesa 600 N se encuentra parada en el extremo. ¢Cull es la fuerza que el tornillo ejerce sobre el
trampolin? (Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2002 — 2003)

a)600N b) 300N ¢) 900 N d) 160N e)240 N
2 3
BL L

Figura 232

SOLUCION

La fuerza que se debe aplicar por el tornillo al sistema, debe ser tal que mantenga el equilibrio, debido a que
el trampolin intentar4 rotar en el sentido horario por la aplicacién de la normal del hombre sobre él (¢o acaso
estoy equivocado y se aplica al trampolin el peso del hombre?, isaiquenme por favor de esa duda recurriendo
a la definicion de peso y de reaccion normal!), la fuerza que genera el tornillo debe ser aplicada verticalmente
hacia abajo para impedir dicha rotaciéon. Aplicamos, entonces, la segunda condiciéon de equilibrio al sistema,
pero previo a esto hacemos el diagrama de cuerpo libre para el hombre y el trampolin.

N
TH N

TH

(a) (b)
Figura 233

>r=0
Pl 2L )Ny [3L)=0
[5 J ”T[s J

Aqui Nyr es la normal que genera el contacto de los pies del hombre con el trampolin, y por la primera ley de
Newton sabemos que es igual (mateméaticamente) al peso del hombre.

CAREN
o (eoor: )Eg L)

(s

P =90CN

Respuesta: ¢
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

3. El sistema mostrado en la figura 234 se encuentra en equilibrio; la masa de la barra es de 20 kg y se
aplica una fuerza de 100 N sobre la misma, a 2 m del pivote A; encuentre el valor de la masa M que se
requiere para obtener esta configuracion. Considere la cuerda y la polea con masa despreciable. (Deber #

6, I Término 2003 — 2004)

100 N

Figura 234

SOLUCION
Realizamos el anélisis de las fuerzas que acttian en la unién de las tres cuerdas donde se coloca la masa m,

observe la figura 235.

T
Ty > Fx=0 > Fy=0
T Tx-T,=0 Tserb3-w=0
1 Ty Tcoss®=T, (1) Tsers= Mg (2)
Dividiendo la ecuacibén (2) entre la ecuacion (1) tenemos que la tension T; es
igual a
w
. T, = Mg/Tan 53°
Figura 235 ! &/ 53
T A
1
100 N Luego de haber encontrado la relacién entre la tensiéon T, y la masa M,
realizamos el anélisis rotacional, figura 236.
>r=0
T,(8m) - (rodN])(2m) - (20kg)(9.8m/ sz)(4m) =0
S— 5
4m : [ Mg )(8) =396
Tarb3®
8m
v M =12:Tar53
mg
M =163.23 kg
Figura 236
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

4. Sila cuerda BC falla cuando la tension es de 50 kN, determine la carga vertical maxima, F, que se puede
aplicar en B. ¢Cual es la magnitud de la reaccidn en A para esta carga? Desprecie el espesor de esta viga.

(Deber # 6,1 Término 2003 — 2004)

26 kN
C
12 F
A 3
5 B,
i,]”_‘ 4
" 2m 4 m
Figura 237
SOLUCION
26 kN En la figura 238 se muestra el diagrama de
A cuerpo de la barra.
v F T Realizamos el anilisis de torque en el punto A.
a B . >r=0
2 . V(0)+ H (0) - (26serp)(2m) - F(6m) + Tsenp=0
2 T,
2m 4m Aqui ¢ es el dngulo que forma la fuerza de 26
Figura 238 kN con el eje x, y @ es angulo que forma la

tension T con el eje x. Observe también que nos

dan como datos dos tridngulos, no suponga que esas son las componentes rectangulares de los vectores
fuerza, son solamente datos para poder calcular el dngulo que forma el vector con alguno de los ejes. A
continuacién, por medio del Teorema de Pitdgoras, calculamos el lado faltante de cada triangulo, y
posteriormente encontramos las funciones seno y coseno.

d? =122 +5° s D? =32 +4?
d=13 3 D=5
13
12 12 5 3 4
se =— Cco =— senpy=— cosp=—
=13 =1 4 Y75 #=5
b Figura 240
5
Figura 239

Reemplazando estos resultados en la ecuacion anterior tenemos

. ze(lﬁ}(zm)- F(6m)+ 50@(6) -0

13
6F =180-48
F =22kN

Con el analisis de las leyes de Newton encontramos las reacciones horizontal y vertical.

> Fx=0

—-H +Tx-26cosp =0

-2

H = 3CkN

160 3.1. Equilibrio estatico

> Fy=0

V - 26senp — F +50senp=0

v =2 12|50 3]+ 22
13 5

V =16kN
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

5.

El disco, de 120 mm de radio, mostrado en la figura 241 tiene una masa de 20 kg y descansa sobre una
superficie inclinada lisa. El extremo de un resorte de constante k = 400 N/m esta unido al centro del
disco, y el otro extremo estd unido al rodamiento en A, permitiendo que el resorte permanezca
horizontal, cuando el disco estd en equilibrio. Si la longitud del resorte sin deformar es 200 mm,
determine su longitud méaxima cuando el disco esta en equilibrio. Desprecie el tamano y el peso del
rodamiento. (Leccion de Fisica I, II Término 2003 — 2004)

Figura 241

SOLUCION

Realizamos el diagrama de cuerpo libre del sistema.
Para que el sistema se encuentre en equilibrio se deben cumplir las
dos condiciones de equilibrio.

D> Fx=0
F-Nx=0
F = Nserp

D Fy=0
Ny-W =0
(1) mg = N cosp

()

Dividimos las dos ecuaciones anteriores
F _ Nserp
mg Ncosp
kAx = mgtang
= mgtang
k

Figura 242

_ mgtang
XenaL ~ XiniciaL = K

mgtang

XFINAL = XINICIAL k

20kg(9.8m /s{%)

400N/ m

Xena, = 0.200M+

XenaL = 0.568M
XeaL = 568MM

También podemos llegar al mismo resultado por medio de la N
suma de torques alrededor del punto B. Tome como referencia el
grafico mostrado en la figura 243.

>r=0

w(Rx )~ F(R/)=0

w(Rsem) = F(Rcosg)

seryp | _
(mg)[cowj = kix

mgTary
k

Ax =

Figura 243

Que es exactamente el mismo resultado que se obtuvo antes.
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

6. ¢Cual es la minima fuerza F que se debe aplicar al eje de la rueda para levantarla, sobre el obstaculo de
altura h = 20 cm? (Deber de estatica de cuerpos rigidos, IT Término 2001 — 2002)

R=1m
W=100N
F

Figura 244

SOLUCION
Al aplicar la fuerza F la rueda se apoya sobre es vértice del obstaculo, el mismo que sera el eje de rotacién y
sobre el que realizaremos el anélisis respectivo.
Debido a que el equilibrio continia la suma de
momentos con respecto al punto de apoyo es

>.r=0

F wRcosa - FRsemr =0
............. > X r
a S |=FR -
r{|\ R WF{ Rj F{ R]
X X """ wx = Fr ()
h
donde x podemos calcularlo por medio del teorema de
o Pitagoras, o sea,
v x2 +r? =R?
W =100 N x=vR%-r2 (2
Figura 249

y el valor de r podemos obtenerlo del hecho que
r+h=R=r=R-h 3)

Reemplazamos las ecuaciones (2) y (3) en la ecuacion (1)

wy/[R+(R-h)[R-(R-h)] = F(R-h)

F= WJhiZR—hi
R-h

_ 100N/[2(1m) - 0.2m](0.2m)
Im-02m

F

F = 75[N]
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

7. Una esfera maciza de radio R = 20 cm y masa M = 3 kg estd en reposo sobre un plano inclinado 30°,
sostenida por una cuerda inextensible horizontal, tal como lo muestra la figura 250. Encuentre:
a) lafuerza normal del plano sobre el cuerpo.
b) lafriccion entre el plano y la esfera, y,
¢) latension en la cuerda.
(Deber de equilibrio, I Término 2004 — 2005)

Figura 250
SOLUCION
a) Primero realizamos el diagrama de cuerpo libre de la esfera,
tal como se muestra en la figura 251. Debido a que la esfera se
encuentra en equilibrio se cumplen las dos condiciones de
equilibrio, esto es, la suma de las fuerzas aplicadas a la esfera
es cero, y la suma de torques es cero.

D> Fx=0 > Fy=0
T-Nx+fx=0 -mg+ fy+Ny=0
T+fcose=NSem () mg= fsero +NCoxx (2)

Analizamos el equilibrio rotacional con respecto al centro de
masa de las esfera, debido a que si lo hacemos en el punto P se
Figura 251 anulan la fuerza fy la fuerza N.

> r=0
fR-TR+N(0)=0
f=T (3

Si reemplazamos la ecuacion (3) en las ecuaciones (1) y (2), tenemos:

f+fcosa = N sena (1)
f (1+cosa) = N sena

Esta ultima ecuacion la reemplazamos en la ecuacién (2)

_[ Nsery
1+cosa

jsem + N cosa
mg(L+cosa) = Nserfa + (N cosa)(1+ cosa)
)

)

mg(1+ cosa) = Ncosa + cos a + serfa

mg(L+ cosa) = N(1+cosa)
N = mg = 3kg (9.8m/s?)

g(1+cosa) = (N cosa)(1+ cosa) + Nserfa

3

mg(1L+cosa) = N|(cosa)(1+ cosa)+ ser?a]

N =29.4[N]
b) El resultado anterior lo reemplazamos en la ecuacion (1)

[ = 294N]ser8(°

1+cos3(°
f=7.88[N]

¢) de la ecuacioén (3), la tensién en la cuerda es
T =7.88 [N]
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

8. Un brazo de graa de 1200 N de peso se sostiene por el cable AB de la figura 252. Este brazo esta sujeto al
suelo mediante la articulaciéon C, y en la parte superior se cuelga un cuerpo de 200 N. Encuentre:
a) latensién en el cable,y,
b) Las componentes de la reaccion en la articulacion.
(Tomado de Fisica para Ciencias e Ingenieria de Raymond A. Serway)

A

2000 N

Figura 252

SOLUCION

a) Primero realizamos el diagrama de cuerpo libre de la barra, como se
muestra en la figura 253. Posteriormente realizamos la suma de los torques en
el pivote (punto C), sabiendo que si existe equilibrio esa suma debe ser igual a
cero.

>r=0

H(0) +V(0)-1200N (d)m+T(g L] -2000N(D) =0

T(g L] = 1200\1(% cosGB’]m +2000N (L cos63)m

T= ;I'_{lzoo\l[; cos65’]m +2000N (L cosGEP)m}
T = 800c0s6%+ 22200563

Figura 253

T =1465N

b) Posteriormente realizamos la suma de fuerzas en el eje x y en el eje y. Si esta en equilibrio la barra esa
suma debe ser igual a cero.

D> Fx=0 > Fy=0

H-Tx=0 V +Ty-1200-2000=0
H =T cos2® =1465\ cos6? V =3200-146%er2®
H =1328N V = 251N
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

9. Larampa de un barco tiene un peso de 200 libras y el centro de gravedad en G. Determine la fuerza en el
cable CD que se necesita para comenzar a levantar la rampa, es decir, para que la reacciéon en B sea cero.
También determine las componentes horizontal y vertical de la fuerza en el perno A. (Deber de Equilibrio
estatico, I Término 2003 — 2004)

Figura 254
SOLUCION
En el diagrama de cuerpo libre mostramos las fuerzas que acttian
sobre la rampa.
Como se puede observar en la figura 255, el cable, que genera la
tension sobre la rampa, forma un angulo de 60° con la horizontal, y
por lo tanto un angulo de 40° con la rampa, puesto que esta forma
un angulo de 20° con la horizontal. Primero realizamos el anélisis
rotacional.

>r=0
v (0)+ H(0) - (Tsem®)(9m) + W6cos20°) = 0
T= (20ab)(6cos20°)

9sert(®

Figura 255

T =1951b

Para calcular las componentes de la reaccion en el punto A, realizamos el analisis de las leyes de Newton.

3 Fx=0 Y. Fy=0

Tcoss0°-H =0 Tser6(P-W +V =0
H =195cos6(° V =200-195ser6(®
H=97.51b V=311lb
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10. Una escalera de 3 m de longitud y 98 N de peso esta apoyada en
una pared lisa AB y en un suelo horizontal AC rugoso de
coeficiente de friccion estatica 0.2. B
a) Encuentre la reacciéon de la pared y del suelo cuando un
hombre de 686 N ha subido 50 ¢cm a lo largo de la escalera.

b) ¢Cuédnto podrd subir como maximo el hombre por la
escalera?

3 m
(Deber de equilibrio estatico, I Término 2002 — 2003)
A | 80°
2m C
Figura 256
SOLUCION
10°

Realizamos el diagrama de cuerpo libre de la escalera, véase la figura
257. Los angulos los encontramos por la ley del seno

ser80® _ senB
3m 2m
N
SE B= sen‘l[g ser80°)
% B=4104°

Al 80° % El 4ngulo restante lo obtenemos del hecho que la suma de los tres
< l C \ angulos internos de cualquier tridngulo es 180°.
Wy 5g° 80° + 41.04° + C = 180°
C=58.96°
Figura 257

a) Realizamos la suma de torques alrededor del punto de apoyo en el piso
>r=0
W (%)(cogss.ge’) +WE(%j(00558.96°)— (Noy, L)(sert896%) + Noc(0) + £(0) =0
(686N )(0.5m)(cos58.96°) + (98N )(1.5m)(cos5896°) = (Np semP)(3m)
Npy = 111.59 [N]
La reaccion del piso la calculamos por medio de las leyes de Newton.

> Fx=0 > Fy=0

Npux = f =0 Nsg = Nppy —Wy —Wg =0

Npy coslOP= f Nsg = Npysedl0P+my g+ megg

f =21644N]cosl( Ngg =11159N]ser0°+684N]+9¢gN]
f =109.90[N] Nse = 803.30 [N]

b) El analisis que se hara es similar al que ya hicimos anteriormente, esto es se plantean las ecuaciones que se
obtienen de las dos condiciones de equilibrio.

>r=0

Wy (x)(cos5896°) +WE(%J(COS‘58.96°) —(Npy )(L)(sers896°) + Ngg(0) + fsmax(0) = 0

(686N )(x)(cos58.96°) + (98N )(1.5m)(cos58 96°) = (Npy, ser8.96°)(3m)
35373x+758= 226Npy (1)
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CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

Las ecuaciones que representan a la suma de fuerzas son las mismas, s6lo que ahora la fuerza que friccion
que actia es la estatica maxima.

> Fx=0 TEy=0

NPHX - fsméX: O

Npy cosLOP= /Nse

_ MNsg 2)
cos1(e

Nsg = Nppy Wy —We =0
Nsg = Npysed®P+myg+meg  (3)

Npy

La ecuacién que sali6 como del analisis del eje x la reemplazamos en la ecuaciéon que resultd del analisis del
ejey.

Ngg = SE Iseri(>+684N|+9¢gN
se =[L05 Jenr+sodn] + o]
Nsg - (iNsgTarl0?) = 784N]
Ngg(L- 0.2Tarlee) = 784N]
Ngg = 81266 N]
Este resultado lo reemplazamos en la ecuacién (2), de donde obtenemos
Npy = 165.04 [N]
Resultado que a su vez reemplazamos en la ecuacion (1).

X =0.84m
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11. Una escalera de mano se arma como se muestra en la
figura 258. Un pintor de 70 kg de masa esta parado a
3 m de la base. Suponiendo que el piso tiene friccion,
el tramo AC de la escalera tiene 2.5 kg de masa y el
tramo BC 2 kg, determine:

a. La tension en la cuerda que conecta las mitades
de la escalera.

b. Lasreacciones en los apoyos Ay B.

c. Las componentes de la reaccion en la union C que
el lado izquierdo de la escalera ejerce sobre el
derecho.

(Deber de equilibrio estatico, I Término 2002 — 2003) ¥

2.5m

Figura 258

SOLUCION

Hacemos el diagrama de cuerpo libre para cada parte de la escalera, pero previo al calculo de las fuerzas
solicitadas, calculamos los dngulos formados por la escalera y el piso y en la unién de las dos partes de la
escalera utilizando la funcién coseno.

Al ser un triangulo iso6sceles el que se forma entre la escalera y el suelo, el &ngulo que
A calcularemos sera la mitad del angulo C. Observe la figura 259.
™ W=
p=1821
Por lo tanto el angulo C es 35.42°.
1.25m
Figura 259
v a) Como el sistema se mantiene en equilibrio, se cumplen las
H Cc H dos condiciones de equilibrio, esto es, la suma de fuerzas
C aplicadas en cada tramo de escalera es cero, y la suma de los
v torques generados por las fuerzas también es cero.
N, f >»T T < Tramo izquierdo de la escalera
i
WS H W, D> Fx=0 > Fy=0
W, T-H=0 Na~Wy ~Wep +V =0
7 T=H (0 Na =Wy +Wep -V (2)
Figura 260

>r=0
W, (1m)(ser.821°) + W, (2m)(seri821°) + T(2m)(cos1821°) - N ,(4m)(ser821°) = 0
W (Im)(sert821) | We,(2m)(sert821) T(2m)(cost82r) _

4m(ser821) 4m(ser821) 4m(serig2r) A
1 1 T
Na= Wb+ et orraoe O

Si reemplazamos la ecuacion (2) en la (3) tenemos:

1 1 T

Wiy +Wey +V = Wy + =Wy +——
oo TR2 4 " 2 F2 oTang2r
3 1 T

SWy W, 4V =———— (4

4 1o E2 ZTarlg.2r @)
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Tramo derecho de la escalera

> Fx=0 > Fy=0
T-H=0 NB—WE]__V=0
T=H (5 Ng =We +V  (6)

>r=0
~Wg; (2m)(sert821°) + T(2m)(cosL821°) - Ng (4m)(seri821) = 0

Wey(2m)(ser1821°) | T(2m)(cost82r) _

4m(seri821) 4m(seri82r) ~ °
1 T
Ne =Wt Sransor )

Reemplazamos la ecuacion (6) en la ecuacioén (7)

1 T
Wey =V = W +—————
EL 2 ' JTarlg21°
1 T
Wy -V E————
2 2Tarl8.21 ©
Sumamos las ecuaciones (4) y (8)

3 1 T

PWy 4 W,V =
4 1 o E2 2Tarl821

LWV
2 2Tarl821°
3 1 1 T
SWy A=Wy + Wy =
4 2B B T tang 2o
Al reemplazar los datos dados en el problema, o sea, mu = 70kg, mg; = 2 kg, mg, = 2.5 kg, obtenemos

T =176.51 [N]
b) Las reacciones Na y N las calculamos al reemplazar el valor de la tension en las ecuaciones (3) y (7)
Na = 452.02 [N] Ng = 278.07 [N]

¢) Las componentes de la fuerza, que genera la parte derecha de la escalera sobre la parte izquierda, las
calculamos al reemplazar los valores obtenidos anteriormente en las ecuaciones (1) y (2).

H=176.51[N] V =258.48 [N]
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3.1.2. Ejercicios propuestos.

1. Una varilla de masa despreciable de longitud L esta suspendida de una cuerda atada a su centro. Una
esfera de masa M esta suspendida en el extremo izquierdo de la varilla. ¢éD6nde debe suspenderse una
segunda esfera de masa 2M para que la varilla permanezca horizontal? (Segunda evaluacion de Fisica A, 1
Término 2007 — 2008)

a) x=2L/3
b) x=3L/4 L/2 L/2
c) x=4L/5
d) x=3L/5

Respuesta: b)

Figura 261

2. Labarra homogénea de la figura 262 se encuentra en equilibrio en una posicion horizontal. Encuentre la
longitud natural (no deformada) del resorte para que la tensién en la cuerda sea igual al peso de la barra
(M = masa de la barra = 200 kg; g = 10 m/s2?). (Leccion # 2 del segundo parcial de Fisica A, I Término
2007 — 2008)
Respuesta: 1.55 m

¥—L/4—

@]

—Lje—
K L= 4 nx A

Figura 262

3. Elsistema de la figura 263 esta en equilibrio. El objeto B tiene una masa de 1.50 kg. Determine las masas
de los objetos A, C y D. Los pesos de las barras transversales se consideran despreciables; g = 10 m/s2.
(Segunda evaluacién de Fisica A, IT Término 2006 — 2007).

Respuesta: ma = 0.5 kg; mc = 0.389 kg; mp = 0.111 kg

30.0cm 7.50 cm

»a“' A 15.0 cm 5.00 cm
N

17.50cm | 5.00 cm B
D C
o Do bm)B)i)
Figura 263

4. Unbloque de 700 N se encuentra sobre una viga uniforme de 200 N y 6.00 m de longitud. EL bloque esta
a una distancia de 1.00 m del extremo izquierdo de la viga, como se muestra en la figura 264. La cuerda
que sostiene la viga forma un angulo 8 = 60° con la horizontal.

a) Determine la tension del alambre y las componentes de la fuerza ejercida por la pared sobre el
extremo izquierdo de la viga.
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b) Si el alambre puede soportar una tension maxima de 900N, ¢écual es la distancia maxima x a la que
se puede colocar el bloque antes de que se rompa el alambre.

(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2006 — 2007)

Respuesta: a) T = 250.18 N; V=683 N; H =125.1N; b) 5.82m

m 0 =60
o] |
K X L v
Figura 264

5. Se aplica una fuerza vertical de 300 N al extremo de una palanca de masa despreciable que esta
articulada en torno del punto O como se muestra en la figura 265. Encuentre:
a) El momento de la fuerza de 300 N en torno de O.
b) La magnitud de la fuerza horizontal que aplicada en A produzca el mismo momento respecto a O.
¢) ¢Cual es la menor fuerza que aplicada en A produce el mismo momento respecto a O?
d) ¢A qué distancia del eje debe aplicarse una fuerza vertical de 750 N para que produzca el mismo
momento respecto a O que tenia la palanca inicialmente en la pregunta a)?
(Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2004 — 2005)
Respuesta: a) 75 Nm; b) 173.2 N; ¢) 150 N; d) 0.2 m

Figura 265

6. Una barra AB de 2 m de longitud y 20 kg esta sujeta al techo de una habitacién mediante una articulaciéon
A. El extremo inferior de la barra B se apoya sobre otra barra inclinada CD, de 5 m de longitud y 45 kg,
apoyada en una pared inclinada 60° rugosa (con rozamiento), y una superficie horizontal lisa (sin
rozamiento). Encontrar:

a) La(s) fuerza(s) que ejerce la articulacion.

b) Lasreacciones en la pared inclinada y en la superficie horizontal.
¢) Lafuerza de rozamiento.

d) ¢Se mantedra la barra en equilibrio en la actual posicion?
(Leccioén parcial de Fisica I, II Término 2003 — 2004)

Respuesta: a) 31.5 N; 95.0 N; 190.0 N; b) 277 N; 736 N; ¢) 237 N; d) Si.

Figura 266
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7.

Dos cilindros macizos y homogéneos de masas 6 kg y 10 kg respectivamente, se apoyan sin rozamiento
sobre los planos inclinados de la figura 267. Encuentre el &ngulo ¢ que forma con la horizontal la recta
OO’ que une los centros de los dos cilindros en la posicion de equilibrio, y la reacciéon de los planos
inclinados. (Leccion parcial de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

Respuesta: ¢ =59.3%; 57.4 N; 111 N
15° E 30°

Figura 267

La viga uniforme AB de la figura tiene 4 m de largo y tiene una masa de 100 kg. La viga puede rotar
alrededor del punto fijo C. La viga reposa en el punto A. Un hombre de masa 75 kg camina a lo largo de la
viga partiendo de A. Calcular la maxima distancia que el hombre puede caminar a partir de A
manteniendo el equilibrio. Representar la reacciéon en A como funcion de la distancia x. (Examen de
mejoramiento de Fisica I, I Término 1990 — 1991)

A C B
[ ]
K 2.5 m A
Ve X A
Figura 268

9. La figura 269 muestra una barra homogénea de 400 kg de masa, articulada en el punto A, esta en

equilibrio por acciéon de una fuerza F perpendicular al eje de la barra, ejercida por el hombre de 80 kg de
masa, la tension en la cuerda es 1000 N, determinar:

a) Elvalor dela fuerza F que ejerce el hombre sobre la viga.

b) El coeficiente de friccibn minimo que tendria que existir entre el hombre y el suelo.

(Examen de mejoramiento de Fisica A, I Término 2005 — 2006)

Respuesta: a) 1447.41 N; b) 0.36

Figura 269
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3.2. Torque y conservacion de la energia.
Cuando un sistema de particulas esta rotando alrededor de un eje de referencia, tiene una energia cinética de
rotacion, y esta dada por

K=1Ia)2
2

Donde I es el momento de inercia del sistema, que es el equivalente de la masa en el movimiento de
traslacion, esto es, la inercia es la capacidad que tiene una particula o un sistema de particulas para oponerse
a cambios de rotacion. Podriamos decir que mientras mas momento de inercia exista, una particula o un
sistema de particulas tenderan a rotar menos, y viceversa. La velocidad angular es la misma para todo el
sistema de particulas. Para una particula el momento de inercia se define como

I =mr?
Donde m es la masa de la particula y r es la distancia perpendicular que existe desde el eje de rotacién hasta

donde se encuentra la particula. Para un sistema de particulas que conforman a un cuerpo soélido se define
como

—[,2
| = I r<dm
A continuacion se presenta la determinacién de los momentos de inercia para ciertos sélidos.

Si el eje de rotacién no pasa por el centro de masa, se utiliza el Teorema de los ejes paralelos o Teorema de
Steiner, que esti dado por

I=1Icm+ md2

Aqui Icum es el momento de inercia con respecto al centro de masa, d es la distancia que existe desde el centro
de masa hasta el eje de rotacion.

Momento de inercia de una varilla

dx Vamos a calcular el momento de inercia de una varilla de masa
- M y longitud L respecto de un eje perpendicular a la varilla que
Liv X +L{2 pasa por el centro de masas.

La masa dm del elemento de longitud de la varilla comprendido entre x y x+dx es

A
dm = Jd»
£
El momento de inercia de la varilla es
ey
o= M ar =L
-Li 12

Aplicando el teorema de Steiner, podemos calcular el momento de
inercia de la varilla respecto de un eje perpendicular a la misma que
pasa por uno de sus extremos.

FASEE
L2 f=fc+M(E] =§ML3
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Momento de inercia de un disco
Vamos a calcular el momento de inercia de un disco de masa M y radio R respecto de un eje perpendicular al
plano del disco y que pasa por su centro.

2mxE

Figura 270

Tomamos un elemento de masa que dista x del eje de rotaciéon. El elemento es un anillo de radio x y de

anchura dx. Si recortamos el anillo y lo extendemos, se convierte en un rectangulo de longitud 21 y anchura
dx, cuya masa es

o = % 2xdx= — xodx
i
El momento de inercia del disco es
B
I_M = 1 MR
1 R 2

Momento de inercia de un cilindro
Vamos a calcular el momento de inercia de un cilindro de masa M, radio R y longitud L respecto de su eje.

L
Figura 271

Tomamos un elemento de masa que dista x del eje de rotacion. El elemento es una capa cilindrica cuyo radio
interior es x, exterior x+dx, y de longitud L, tal como se muestra en la figura. La masa dm que contiene esta
capa es

20
dr = = ? FArE

TROL

El momento de inercia del cilindro es
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Ip=[ Adm= j%xﬁx_ ;MRE

Momento de inercia de una placa rectangular

Vamos a calcular el momento de inercia de una placa rectangular delgada de
masa M de lados a y b respecto del eje que pasa por la placa.

Tomamos un elemento de masa que dista x del eje de rotacion. El elemento es un
rectangulo de longitud a de anchura dx. La masa de este rectangulo es

dm = Eadx = Ed‘x
b b

b2 bz

El momento de inercia de la placa rectangular es

dr= — Mp?

aoa 2 1
fe= .[am & 12

Momento de inercia de un disco

. dx Vamos a calcular el momento de inercia de un disco de masa M y radio
R R, respecto de uno de sus diametros.
¥ Tomamos un elemento de masa que dista x del eje de rotacion. El
E | +E  elemento es un rectangulo de longitud 2y de anchura dx. La masa de
T este rectangulo es
drm =
_:—'_'-FF-'

El momento de inercia del disco es
M 2
I.= -I-—R_;FTR:‘ 2x° yelx
Haciendo el cambio de variable

x=R-cos0O
y=R-senf
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Llegamos a la integral

2
Io =22 [ Rsen 60’ Gao =2 [ en? 2600 =
apElan S dorid
MR a2 1., 02
ﬂl_zm(l—cosdlﬂj-dé—gﬂﬂﬁ

Momento de inercia de una esfera
Vamos a calcular el momento de inercia de una esfera de masa M y radio R respecto de uno de sus didmetros

Z Z

Figura 272

Dividimos la esfera en discos de radio x y de espesor dz. El momento de inercia de cada uno de los discos
elementales es

L X
2

La masa de cada uno de los discos es

A M
: 3 Tx'de= — xdz
iR 4R

dm =
El momento de inercia de la esfera, es la suma de los momentos de inercia de todos los discos elementales.

. J ]-_ 23U 5 _3M *x4dz

Rl 2

Para resolver la integral tenemos que relacionar la variable x con la z. Como vemos en la figura x2+z2=R>

R =
I :3_-*1{ I(Rﬂ- 22 dz = 3_3‘4; _[(R“ vzt - RN e = 2
8R* 2, s8R 2 5
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Momento de inercia de un cilindro
Vamos a calcular el momento de inercia de un cilindro de masa M, radio R y longitud L, respecto de un eje
perpendicular a su generatriz y que pasa por su centro.

zZ

-Liz dz= +Li2

Figura 273

Dividimos el cilindro en discos de radio R y espesor dx. El momento de inercia de cada uno de los discos
respecto de uno de sus didmetros es

1 1

ZRidm=—R? M
4 4

TR

TR = M Blax
ar

Aplicando el teorema de Steiner, calculamos el momento de inercia de este disco, respecto de un eje paralelo
situado a una distancia x.

lﬁzdm+xzdm: [lfzﬂ + xﬁj M; TR = [lgﬂ +xj]£a!’x
4 4 TR 4 L
El momento de inercia del cilindro es
I
1 A 1 1
fo= _[ (—Rz +ij—.:fx: - MR+ — M
_iand £ 4 12

Momento de inercia de un paralepipedo
Vamos a calcular el momento de inercia de un paralepipedo de masa My de lados a, b y c respecto de un eje
perpendicular a una de sus caras.

o2 | dz= ‘ +ci2

Figura 274

Dividimos el paralepipedo en placas rectangulares de lados a y b y de espesor dx. El momento de inercia de
cada una de las placas respecto de su eje de simetria es

1
= W dm

12
Aplicando el teorema de Steiner, calculamos el momento de inercia de esta placa respecto de un eje paralelo

situado a una distancia x es

lbjcim+xjdm: l.E:'2+x2 £c;tf:'-.:z!'.r: ibg+x2Jde
12 12 abe 12 £

El momento de inercia del sélido en forma de paralepipedo es
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el 1
I e
— 2 12

de: E(Eﬁ +e¥y

12

A continuacién se presenta una tabla con los momentos de inercia mas utilizados

MR

I
e ]

\/

MR
@D

(&

I MR
2

._'_I{
e

-

2 ¥ f
MR* @
3
’

Maomento de Inercia de una varilla
ndciza respecto a un ¢fe perpen-
dicular que pasa por su centro.

Maomento de nercia de un aro
respecio a un eje perpendicular
qgue pasa por st ceniro.

Momento de Inercia de un disco
uniforme respecto a un ¢je
perpendicular que pasa por su
centro.

Momenio de Inercia de un cilindro
macizo uniforme respeclo a un eje
perpendicular gue pasa por su
certro.

Momento de Inercia de una esfera
nidaciza uniforme respecto a un eje
gire pasa por unao de sus diameiros.

Momento de Inercia de una esfera
hiteca uniforme respecio a un ¢je
¢ire pasa por uneo de sus diametros.

Momento de Inercia de un cilindro
fteco uniforme de radio interno R
v radio externo R, respecto a un eje|
qite pasa por sit centro.

Momenito de Inercia de wuna varilla
MAcCIza respecto a un eje perpen-
dicular que pasa por uno de sus
extremos..
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3.2.1. Ejercicios resueltos.

1. Un yoyo tiene radio exterior 4 cm y eje interno 1 cm de radio. El yoyo es dejado caer mientras se
desenrolla (el yoyo rueda, no desliza). Calcule la velocidad lineal del centro de masa y la velocidad
angular del yoyo cuando se ha desenrollado 1 cm de la cuerda. (Examen de mejoramiento de Fisica I, I
Término 2002 — 2003).

=
1cm

SOLUCION Figura 275
Podemos resolver el problema de dos maneras distintas, la primera de ellas, utilizando las leyes de Newton, y
la segunda, por el método energético.

FORMA 1 T
Planteamos la segunda ley de Newton al sistema, partiendo del diagrama de cuerpo
libre mostrado en la figura 451.

> Fy=Mroraicm
mg+mg-T =2macy
2mg-T =2macy, (l)

SSNNE

L

=~

Recuerde que un yoyo esta formado por dos tapas en forma de disco, esa es la razén
por la que colocamos 2mg como el peso total del yoyo y no solamente mg. Ademas,
la cuerda esté generando un torque alrededor del centro de masa del yoyo, por tanto
tenemos

dYr=la

Tr= 2[% m#)[@) Figura 276

r=maou (%) (2

Recuerde que la aceleracion angular la tomaremos como la relacidon de la aceleracion del centro a su radio.

De igual manera que en el anilisis de la segunda ley de Newton traslacional, en este caso, para el analisis
rotacional, consideramos dos discos, por lo tanto el momento de inercia es el doble del momento de inercia
de un disco. Reemplazamos ahora la ecuacion (2) en la (1).

R2
2mg-magy z = 2magy

R2
2mg = 2macy + Maey [2
r

R2
2mg=maey| 2+ rz}

_ 2gr?
RPN
_ 2(9.8m/s2 ficm)?
acm = 2 2
2(1cm)? + (4cm)
acy = 109m/s?
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El valor de la velocidad lo calculamos por medio de las ecuaciones de cinemética asumiendo que la
aceleracion es constante
V2 = Vo2 + 2ally
= 2(1.09m/s2)(0.01m)
v=0.148 m/s

v=14.8 cm/s

FORMA I1

Utilizamos la conservaciéon de la energia para el siguiente anéalisis. Suponemos el nivel de referencia en el
punto més bajo del movimiento, o sea luego de recorrido 1 cm, observe la figura 277.

Eo = ErmvaL

mrorargh = (Yemrorarvem?) + (V2 ISISTEMA(A)z)

2mrorargh = mrorar vem? + IsistEMAGR

2(2m)gh = (2m) vem? +2( %2 )(mR2)( vem2/12)

omgh = m vew? + Y2 (mR2)( vew?/12)

4mgh = 2m vem2 + (mR2)( vem2/12)

R2
4mgh=my, 2+—
r

2r? +R?
i

4ghr
Figura 277 V 2+ R?

VCM =2r %RZ
2
- 2001m) (98m/25 )
2(001)% +(004)?

vem = 0.148 m/s
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2. Los dibujos muestran tres objetos, todos tienen la misma masa y la misma densidad, las dimensiones
indicadas en cada uno de los dibujos son iguales. Determine la relacion correcta entre los tres momentos
de inercia I, Is, Ic, con respecto a un eje de rotacién que pasa por el centro de masa de cada uno de los
cuerpos. (Examen final de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

a) Ie>Ia>1p

b) Ic = IB > IA
C) IC N IA > IB ° B
d)

Is>Ic>1a v Loy ooy %
e) IA=IB=IA 1 D 1 1 D A 1 D A
Figura 278
SOLUCION

La relacidon que existe entre la masa y la inercia en la traslacion es equivalente, en la rotacién, al momento de
inercia y la inercia rotatoria, esto es, a mayor inercia menor es la rapidez con la que rota la particula
(velocidad angular), ademéas sabemos que en forma general que el momento de inercial depende de la
distancia de separacién con el eje de rotacion, o sea, mientras méas alejado esté distribuida la masa del eje de
rotacion mayor sera el momento de inercia, por lo tanto mayor momento de inercia tiene el cuerpo B porque
la masa esta mas alejada del centro de masa que es por donde pasa el eje de rotaciéon, posterior al cuerpo B
sigue el C en momento de inercia, porque el cuadrado puede contener al circulo y sobra una porcion,
finalmente, el cuerpo de menor momento de inercia es el cuerpo A.

Respuesta: d)

3. Un cilindro macizo de masa M y radio R rueda sin deslizar hacia la parte mas baja de un plano inclinado,
que forma un angulo ¢ con la horizontal. Encuentre la aceleracion de su centro de masa en un instante
cualquiera. (Examen Final de Fisica I, I Término 2001 — 2002)

SOLUCION

Primero realizamos un gréafico que ilustre la situacién presentada en el enunciado del problema. En la figura
279 se muestra al cilindro descendiendo por el plano inclinado. En la figura 280 se muestra el diagrama de
cuerpo libre del cilindro, en el que se muestran las fuerzas que actian sobre el cilindro.

Analizamos el movimiento rotacional.

2 @/

Figura 279

dYr=la

_ 2
wD = (I cm +md )a Figura 280

En la ecuacién precedente D es el lado opuesto al angulo ¢, por lo tanto podemos usar la funcion
trigonométrica seno. Fijese que el cilindro no rota por un eje que pase por su centro de masa, por lo tanto el
momento de inercia, I, debe ser calculado por medio del teorema de los ejes paralelos o de Steiner. La
distancia d que aparece en el teorema de los ejes paralelos es la distancia que existe entre el eje de rotaciéon y
el centro de masa del cilindro, o sea, el radio del cilindro, R.

mg(Rsemp) = (; mR? + msz(a(l:?Mj

(2 mRz)La(I;Mj =mgRsep

2
acm = 3 gserp
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4. Un cilindro de radio R y masa M rueda por un plano horizontal y al pasar por el punto A, inicio del

ascenso a un plano inclinado rugoso, lleva una velocidad angular w,. Encuentre la altura a la que llega el
cilindro. (Examen de mejoramiento de Fisica I, II Término 2001 — 2002)

SOLUCION
Realizamos un anélisis energético entre el punto A y el punto hasta donde llega como méximo el cilindro.

Ea=Es
Kror + Ktras = U
/2 Io? + Y2 mv2 = mgh

Debido a que el cilindro gira con respecto a su centro
de masa como eje de rotacidon, no usamos el teorema
de los ejes paralelos.

Io? + mv2 = 2mgh
(Y2 mR2)up2 + m(wpR)2 =2 mgh

Figura 281 Yo m R2p2 + m R26p2 = 2mgh
3 R%w? = 2gh
2
he 3R?%w?
49

5. Una barra rigida homogénea, de masa M y longitud L, se suspende del punto O, que est4 a una distancia
x del extremo superior, alrededor del cual puede oscilar libremente. En el otro extremo se encuentra
adherida una particula de masa M/4. Encuentre el momento de inercia del sistema cuando x = L/4.
(Examen final de Fisica I, I Término 1999 — 2000)

SOLUCION
La figura 282 muestra la situacion descrita en el enunciado del problema.
M El momento de inercia del sistema, Igs, sera igual a

Isis = Iparra + Imasa

-~ @0
Pero la barra no rota alrededor de su centro de masa, por lo tanto utilizamos el
teorema de los ejes paralelos, o sea, I = Icw + md2. Aqui d es la distancia que existe

L  entre el centro de masa y el eje de rotacion, o sea d = L/2 — L/4 = L/4. Ademas el
momento de inercia de la masa, que se encuentra en el extremo de la barra, estd dado
por Imasa = mr2, donde r es la distancia que existe entre el eje de rotacién y la posicion

de la masa m, en este caso esa distanciaes L —x,0sea, L—L/4 =34 L.

O Isis = Iem + md2 + Inasa

- 2
lgis = iML2+M L M ]
Figura 282 12 4 4
MY 9
l ojc = ML? ==
SIS (12 16) ( j(l j

4
1 1 9

loc = ML? — =

SIS ™ (12 16 6]

55
192

|S|S = ML2
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6. Un disco de masa M = 10 kg y radio R = 30 c¢m, rueda sin deslizar a lo largo de un plano inclinado en 30°
con la horizontal. Este es halado por una cuerda desde un eje que esti en el centro de masa del disco, esta
cuerda pasa por una polea de masa m, = 2 kg y radio r = 20 c¢m, para finalmente a una masa puntual m; =
15 kg, como se muestra en la figura. Calcular la velocidad con que llega la masa m; al suelo, si el sistema
parte del reposo. (Examen final de Fisica I, II Término 2003 — 2004)

SOLUCION

Utilizaremos dos formas de solucién para este ejercicio.

m,

h=2m
30¢°

Figura 283

FORMA I

Podemos resolver el problema utilizando la conservaciéon de la energia. En la figura 284 se muestra las dos
situaciones, inicial y final, para el movimiento del bloque y el disco.

Tomaremos como referencia a la situacion inicial, o sea, las referencias seran el disco y el bloque.

Situacion Inicial Situacion Final

Figura 284

EmviciaL = ErmvaL
0 = Ugpisco + Krorpisco + Krraspisco + Krotporea + Keroque + UgsrLoque

La energia potencial gravitacional, Ug, para el disco y el bloque es cero porque la altura con respecto al nivel
de referencia es cero. La energia cinética de traslacion, Krras, y de rotacion, Kror, del disco es cero porque se
encuentra en reposo en este nivel, igual ocurre con la energia cinética de traslacion del bloque y de rotacién
de la polea. Por lo tanto la energia mecanica, E, es cero.

0 = MgH + V2 Iniscot® + V2 Mgy, + Y2 TroLeaG® + V2 mvj ooue- Migh

Cabe aclara que h es negativa porque esti debajo del nivel de referencia, por lo tanto la energia potencial
gravitacional del bloque disminuye. H podemos calcularla por funciones trigonométricas. La misma altura h
que desciende el bloque, sube el disco por el plano inclinado, o sea, 2m. Por tanto H = hSen30° = 1m. La
velocidad angular del disco es igual a la velocidad del centro de masa dividida entre el radio del disco. De
igual manera ocurre con la polea.

02(10&9)[9.822](1m)+;K;j(l(kg)(OSOm)z}( Vew ]+(1j(10kg)vé,v, +;(2kg)(020m)2[ V2 ]

(03om)? ) \2 (020m)?

La velocidad del centro de masa del disco es la misma que la velocidad tangencial de la polea, y la velocidad
tangencial de la polea es la misma que la velocidad de descenso del bloque.

+%(15kg)v2 —15kg(9.8m/ sz)(Zm)

204 = 98 + 2.5V2 + 5V2 + V2 + 7.5 V2
196 = 16 v2
v=3.5m/s
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FORMA I1
Podemos también utilizar las leyes de Newton para resolver el problema. En la figura 285 se muestra el
diagrama de cuerpo libre para el disco la polea y el bloque.

A
T2

30° 30° T,

Wy Wy

Figura 285

Debido a que la tension 1 hace que el disco suba, esta genera una aceleracién angular, a, por medio de un
torque. Aplicando las leyes de Newton, para el movimiento rotacional, tenemos para el disco tenemos la
siguiente ecuacion

ZT =l pisco?
T,R- MgRseB0°= [; MRZJ(ag"'J

T, - Mgsers°= % Macy (1)

Para la polea se presenta la siguiente ecuaciéon
z T =l poLead

1 2f&
Tor —TiR=| —myr© | —=
aore(me )

T2I‘ _T]_R:%mzral (2)

Para el bloque se presenta la siguiente ecuacién

Y Fy=ma

mg-T,=ma; (3)
Por la situacién geométrica que se muestra en la figura 456, se puede observar que la aceleracion del centro
de masa es la misma que la tangencial de la polea, debido a que el centro del disco esta conectado
tangencialmente con la polea. Asimismo, la aceleracion tangencial de la polea es la misma que tiene el

bloque. Ahora sumamos las tres ecuaciones.

Multiplicaremos la ecuacion (1) por Ry la (3) por r para que se puedan cancelar las tensiones.

+T,R- MgRseB0°= %MRa

-TiR+Tyr = %mzra

mar —Tor =mra

mgr — MgRseB0°= (;MR+;mzr + mlrja

15kg(9.8m/ sZXOZOm) —lOkg(9.8m/ sz)(030m)0.5 = [; x10kg* 030m+ % x 2kgx 020m+15kg x OZOmja

a=3.13m/sz?
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Con el valor de la aceleracion podemos calcular la velocidad del bloque, que sera la misma que la del centro
de masa del disco por estar todo el sistema conectado.

V2 = Vo2 + 2ally
vi2 = 0 + 2(3.13m/s2)(2m)

vf=3.5m/s
Resultado que coincide con el anterior que se obtuvo por medio de la conservacién de la energia.

7. Un rodillo de 5 cm de radio se deja libre del tope del plano
inclinado de altura H = 1 m e inclinacién 30° con la
horizontal. El rodillo rueda sin deslizar. Encuentre las
componentes de la velocidad del centro de masa del rodillo
cuando llegue al piso. (Examen final de Fisica I, I Término H=1m
2002 — 2003)

Figura 286

SOLUCION

En la figura 287 se muestra un corte transversal del rodillo mientras cae. A partir de él utilizamos
conservacion de la energia, para calcular la velocidad con que el rodillo sale del plano inclinado, y comienza a
moverse afectado por la aceleraciéon de la gravedad.

Primero analizamos entre el punto de salida (sale el rodillo del reposo) y el fin del plano inclinado.

—_

_
1m
Nivel de referencia 1
""""" N
1m
Nivel de referencia 2
Figura 287
Eo = ErvaL

Ug = Krot + Krras
mgh = Y2 Io? + Y2 mv?

mgh = ¥2[ Y2 mr2(vZ, /9] + Y2 mv3,
amgh = Y2 mr2(vZ2,, /12)] + mv3,
amgh =m gy, +2mvg,

4gh = 3v&,
vem = 3.61m/s

Con esta velocidad calculamos las componentes del movimiento del rodillo al llegar al piso. Recuerde que el
movimiento que realiza el rodillo, una vez que sale del plano inclinado es un movimiento parabélico, por lo
tanto en el eje de las x tenemos un movimiento rectilineo uniforme, es decir, la velocidad permanece
constante, mientras que en el eje de las y el movimiento es rectilineo uniformemente variado.

EJEX
Vox = (3.61 m/s)cos30° = 3.31 m/s

EJEY

V2 = Voy? + 2ayAy

viy2 = [(3.61m/s)sen30°]2 + 2(— 9.8m/s2)(—1m)
vivy= 4.78 m/s
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8. El disco que aparece en la figura 288 tiene una masa de 14 kg y esta unido a un resorte de constante
eléstica k = 30 N/m y una longitud no estirada de 30 cm. Si el disco se libera desde el reposo, cuando se
halla en la posicién que se ilustra y rueda sin deslizar, determine la velocidad angular cuando recorre 1.0
m. (Deber de conservacion de la energia y momento rotacionales, I Término 2003 — 2004)

PO~

15m

Kk 4

’ 10m ~

Figura 288

SOLUCION
Utilizamos directamente la conservacion de la energia para el punto de donde sale el disco y para el punto
que pasa justamente debajo del punto de sujecion del resorte.

Eo = ErmaL
Ueo= Krot + Krras + UernaL

ok X§ = VaTar + Vamv@, + V2 k XEINAL

Aqui x, es la longitud inicial que se encuentra estirado el resorte, o sea x, = L. — L,. Para la situacion
mostrada en la figura 460, se nota perfectamente que el valor x, debemos calcularlo por medio del Teorema
de Pitagoras; xrvar es la longitud que se encuentra estirado el resorte cuando el disco pasa justo debajo del
eje de sujecion del resorte, 0 sea, XpnaL = 1.5 m — 0.30 m = 1.2 m.

L2 = (1.0 m)? + (1.5m)?
L=18m
Xo=1.8m-0.30m=15m
Con estos datos adicionales determinamos la velocidad angular.

Vak X3 = V2 Io® + V2 maPR? + Yo k XZ AL

(30N/m)(1.5m)2 = V2 (14kg)(0.25m)2u® + (14kg)(0.25m)202 + (30N/m)(1.2m)?2
24.3 = 1.316?

w=4.31rad/s

186 3.2. Torque y Conservacion de la energia Elaborado por JULIO CESAR MACIAS ZAMORA



CAPITULO 3: DINAMICA DE LA ROTACION

9. Elsistema de tres elementos que aparece en la figura 289 consta de un bloque B de 6 kg, un disco D de 10
kg y un cilindro C de 12 kg. Una cuerda continua de masa despreciable se enrolla en el cilindro, pasa
sobre el disco y se amarra en el bloque. Si el bloque se mueve hacia abajo con una velocidad de 0.8 m/sy
el cilindro gira sin resbalar, encuentre la energia cinética del sistema en ese momento. (Lecciéon de Fisica
I, II Término 1999 — 2000)

Figura 289

SOLUCION
Al igual que en los ejercicios anteriores, realizamos el anélisis energético del sistema. En ese instante el
bloque desciende con una cierta energia cinética, KsLoque, la polea rota, generando de esta manera una
energia cinética rotacional, Krorp, €l cilindro se traslada y rota, por lo tanto existe una energia cinética de
traslacién, Krrasc, y una energia cinética de rotacion, Krorc. Tome en cuenta que la velocidad tangencial de la
polea es la misma velocidad del bloque y del disco. Pero la velocidad que utilizamos en la energia cinética
traslacional y rotacional del disco es la del centro de masa del disco. Por la geometria del disco se puede
verificar que la velocidad tangencial del disco es el doble de la del centro de masa.

Krorar = Ksrogue + Krotp + Ktrasc + Krotc
KroraL = ¥2 mpLoquev? + %2 TpoLea o) ga + Y2 MbiscoViy, + Y2 Inisco wiisco

Krora. = Ye[mproquev? + Y2(mporea R3oga J(V2/ R3oiea) + (Mbisco REisco )Vem?/ Riisco ) + Y2

(mbpisco R|:2)|SCO)(VCM2/ R|%|sco):I

Krorar = V2[6kg(0.8m/s)2 + V2 (12kg)(0.8m/s)? + 10kg(0.8m/s/2)2 + Y2 (10kg)(0.8m/s/2)2]
KroraL = ¥2 [3.84 + 3.84 + 1.6 + 0.8]

KroraL = 5.04 J
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10. En la posicién A el sistema esta en reposo y el resorte no estd deformado. Se hace girar el volante hasta
que el bloque haya ascendido sobre el plano liso una distancia d, instante en el que se suelta a partir del
reposo. Encuentre la velocidad del bloque en el instante en que pasa nuevamente por A. (Lecciéon de
Fisica I, I Término 2004 — 2005)

m

Figura 290

SOLUCION
En la figura 291 se muestra la situacién inicial y final del movimiento del sistema.

m

Situacion Inicial Situacion Final

Figura 291
Debido a que no existen fuerzas disipativas, la energia mecanica se conserva, por lo tanto,

Eo = ErmaL

Ugs + Ues = Krotrorea + Ksroque
Mgh + Y2 kx2 = Vo Tap + Yo Mv2
2Mgh + kx2 = To® + Mvz2

Aqui h esta relacionada con la distancia d que existe entre los puntos A y B, se forma un tridngulo rectangulo,
con angulo de inclinaci6én®, por lo tanto h = dsen6. La longitud x que se elonga (estira) el resorte es
exactamente igual a d. La velocidad angular, w, es producida por la velocidad tangencial que causa el
movimiento del bloque hacia abajo del plano inclinado. Reemplazando estos valores en la ecuacién anterior,
tenemos.

2Mgdsen® + kd2 = (Y2 mr2)(v2/r2) + Mv2 Reemplazo de h, x, I y wen la ecuacion anterior
2(2Mgdsen® + kd?) = mv2 + 2Mv? Multiplicamos la ecuacién por 2.
2d(2Mgsen6 + kd) = (m + 2M)v2 Extraemos el factor comtan d y v2.

Despejamos la velocidad, v.

e \/2d(2Mgsen9+kd)
m+2M
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11. Un disco de 2 kg de masa y 30 cm de radio rueda sin deslizar a lo largo de un plano horizontal. Una
cuerda enrollada a una hendidura hecha en el disco, de radio 15 cm, esta unida a través de una polea en
forma de disco de masa 0.5 kg, a un bloque de masa 10 kg, que pende (cuelga) del extremo de la misma
tal como se indica en la figura 292. Calcule:

a. La aceleracion del bloque, del centro de masa del disco y las tensiones en las cuerdas.
b. Lavelocidad del bloque una vez que haya descendido 5 m, partiendo del reposo.
(Deber de dinamica rotacional, I Término 2003 — 2004)

SOLUCION
\/// 7/ 7/
Figura 292

Haremos los célculos por dos medios distintos. El primero de estos caminos es el analisis energético, y el otro
es el anélisis de las leyes de Newton.

[
7 7

7 7 7 7 /7777 7 7 7

I FORMA

Situacion inicial Situacioén Final

Figura 293

Al descender el bloque, genera rotacion de la polea, la misma que a su vez genera rotacion en el disco. En la
figura 293 se muestran ambas situaciones. La referencia se toma en el punto mas bajo del movimiento del
bloque.

Eo = ErmvaL Conservacion de la energia
Ugs = Kp + Kp + Krrasp + Kromp Energias existentes en cada
situacion.
mgpgh = V2 mgv2 + V2 [yw2 + Y2 mpven? + V2 Ipw? Reemplazo de las ecuaciones

de cada tipo de energia.

Con respecto al punto de contacto en el piso, la altura a la que se encuentra la hendidura del disco es 45 cm,
porque existen 30 cm hasta el radio de la parte externa del disco y 15 cm del radio de la hendidura, o sea esa
altura h es igual a “tres medios” el radio del disco, por lo que la aceleraciéon tangencial de la cuerda es 3/2 de
la aceleracion del centro de masa, y lo mismo ocurre con la velocidad del centro de masa, o sea la velocidad
tangencial de la cuerda y, consecuentemente la del bloque es 3/2 la del centro de masa del disco.

2mpgh = mpv2 + Ipw2 + mpvem? + Ipw? Multiplicamos la ecuacién por 2.
2 2 2
2mggh= mBGVCMj + [% mprg)[LP] +mpVBy + % Mo S[VCM ] Reemplazamos el valor de la
'p 15

velocidad tangencial por la del centro de masa.

2
_ 9 2 1 3 2 1 2 . e .’ .
2mggh= mB[ZVCM J +3 mP(E Vew j +mody +>mpvdy Simplificacion de los radios y

reemplazo de la velocidad tangencial de la polea por
la relacién con la velocidad del centro de masa

2 Desarrollo de la potencia.

2mggh= mB(g vem j +1 mp(g Vém j +mpVéy + 1 MpVém
4 2 "4 2
16mggh=18mgv&y +9mpv@y +8mpvéy + 4MpVéu Multiplicamos la ecuacion por 8.

- 2 4
16mggh= (18mg +9mp +8mp +4mp My, Extraemos el factor comun.
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Ve = 16mggh Despejamos veu.
M 74 18mg +9mp +12mp
_ 16(10kg)|98m/ s? [5m) Reemplazamos los datos del
CM ™1 18{10kg) + 9(05kg) + 12(2kg)

problema.
vem = 6.13 m/s2

La velocidad del bloque es 3/2 1a del centro de masa, o sea,
VB = 9.20 m/s
La aceleracion la podemos calcular por medio de la ecuacion v2 = vo2 + 2ally
Para el centro de masa
6.132 = 0 + 2acm(5)
acm = 3.76 m/s2
Para el bloque

9.202 = 0 + 2ap(5)
ag = 8.46 m/s>

Para calcular las tensiones utilizamos las leyes de Newton, en funciéon de los diagramas de cuerpo libre del
bloque y de la polea.

T Z Fy=ma Segunda Ley de Newton
T mg — T = ma para el bloque.
1 10kg(9.8 m/s?) — 10kg(8.46m/s2) = T
T=134N
a 13.4
Z T=la Segunda Ley de Newton

Tr — Tir = (V2 mr2)(a/r)
T - T, = (Y2)ma
T 13.4 N — V2 (0.5kg)(8.46m/s2) = T,

W
. T,=11.28 N
Figura 294

FORMA II
Realizamos el diagrama de cuerpo libre para cada uno de los cuerpos, vea la figura 295.

T

T
; l ( g i } > T,
a
T
w
Figura 295

Para el bloque tenemos la ecuacion
z Fy =ma Segunda Ley de Newton para el bloque.
mg — T =ma Reemplazamos las fuerzas de acuerdo con la aceleracion.
98 — T =10a (1) Reemplazamos los datos del problema.
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Para el disco tenemos

Z T=la Segunda Ley de Newton para la rotacion

TR = (Y2 mr2 + md2)(acm/r) Aplicacion del Teorema de los ejes paralelos, donde d es la
distancia que existe desde el eje de rotacion hasta el centro

de masa, o sea, r. Ademéas R = (3/2)r
Ti(3/2)r = (Y2 mr2 + mr2)(acw/r)
Ti(3/2)r = 3/2(mr2)(acm/r) Sumamos los términos semejantes

T, =m(2/3)a Por la geometria del sistema a = 3/2 acm.
T, =2kg(2/3)a Reemplazamos los datos del ejercicio.
T: =(4/3)a (2) Se realiza la multiplicacion.

Para la polea tenemos

z T=la Segunda Ley de Newton para la polea
Tr — Tir = (V2 mr2)(a/r) Reemplazo del torque y del momento de inercia.
T - T: = (Y2)ma Simplificamos los radios.

T — T, = (*/2)(0.5kg)a Reemplazamos los datos del problema.
T -T:=0.25a Resolvemos el producto.

Sumamos ahora las tres ecuaciones anteriores.
98 -T =10a (1)
T, =(4/3)a (2
T-T,=0.252 (3)
98 =11.58a

a=8.46 m/s?

Aceleracion que fue exactamente la misma que obtuvimos en el método anterior.

Con esta aceleracion calculamos la tension T en la ecuacion (1)

98 —10(8.46) =T
T=134N

Y también calculamos la tension T;.

13.4 — 0.25(8.46) =T,
T:=11.28 N

Los otros valores los calculamos a partir de estos resultados. Verifiquelos.
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12. En el grafico m; = 2 kg y m, = 6kg y estan conectados mediante una cuerda sin masa que pasa por una
polea que tiene forma de disco con un radio R = 0.25 m y masa M = 10 kg. El coeficiente de friccion
cinético es 0.36 para ambos bloques. Calcular la aceleracion de los bloques y la tensién en las cuerdas.
(Lecci6n de Fisica I, I Término 2000 — 2001)

T
Figura 296

SOLUCION
Primero hacemos un diagrama de cuerpo libre para los dos bloques y para la polea (vea la figura 297, 298
y 299), posteriormente aplicamos la segunda ley de Newton para la traslacion y la rotacion.

N a > Fx=ma > Fy=0
SmlT L Tl—fklzma Nsm_mgzo
T _
fk IT|11 _>1 T, U4 Ng, =ma Nsy =Mg
mmmmmmTﬂmmmmm T, -umg=ma (1)
maig
Figura 297

> Fy=0

\QA Ng,, ~M,gCos80° =0
N,

7} NS[‘Q = ngCOSBO"
%
> Fx=msa
§ (mg), -T,- f, =m,a
§’ m2 MY)x ~ =T, =M
\(/772@ m,gSeR0° - T, - 4 Ng,, =m,a
! - - =
Figura 298 m,gSes0’ - T, - 4 mgCo80°=ma (2

dYr=la

T1 »
T s
2 R
1
T,-T, —EMa (3)

Figura 299
Sumando las ecuaciones (1), (2) y (3) tenemos
m,gSer0° - 4, m,gCo30° — Mg = (m1 +m, + M )a
a= m,gSer0” — 14, m,gCos0° - 44, m g

o2y
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a=0.309m/ s?

De la ecuacién (1) calculamos T,

T, =m,(a+ x,9)

T, = 767|N]
Calculamos T, de la ecuacion (3)
1
T,=T,+-Ma
2
T, = 921|N]
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13. El bloque M. de la figura 300 recorre 4m en 2s, partiendo desde el reposo. Determine:
a) Laaceleracion del bloque M..
b) El momento de inercia de la polea compuesta.
c¢) Latension delacuerda T

M2 = 0.3

Figura 300

SOLUCION
Realizamos un diagrama de cuerpo libre para los tres bloques y la polea.

Fx=0
2.7 Y Fy=0

Nim
T fkl—TZO N 0
U N=T m ~ M9
T «— r:'] 5 Nlm:mg
| —— fla ,uklmg:T
l T =196 [N]
mg
Figura 301
Nm1 Ns1
——  TRcug S Fy=0
at T~ fu—fo=M
+ | 1 k1 k2 18 NSl_le_Mlg =0
fkl D M1 — T2 Tl_T_#kZNSl:Mlai NSl:le+Mlg
fie « Tl_T_ﬂkz(M1+m)9:Mlai (1)
7777777 /////l///// 777777777
Mg
Figura 302
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La aceleracion a, es producida por la tensiéon T;. La polea tiene la misma aceleracion tangencial a;. Ademas, la
polea compuesta en toda su extension tiene la misma aceleracion angular

a, =aR
a, =ar
& _ &
R r
a2
a=(%R @

La aceleracion a. la podemos calcular por cinematica
1
Ay =V, t + 5 a,t’

20y
a.2 = tT

Reemplazamos el tltimo resultado en la ecuacion (2)
(7))
% r ol t?
a; = 333m/ s?
Reemplazando el valor de a, en la ecuacion (1) podemos calcular T,
T, =T+ (M, +m)g + My,
T, =3625 [N]

Para calcular la otra tensiéon nos valemos del diagrama de cuerpo libre del bloque M.

T2 ZFy: M,a,
T Mzg _Tz = Mzaz
2N
T2 = MZ[g - tzy\J

M2 az

l T, =624 [N]
Mzg
Figura 303

El momento de inercia de la polea compuesta lo calculamos por medio de la segunda ley de Newton para la
rotacion.

T1 NN dYr=la
T,r —T,R= |(arzj

T,r’ -T,Rr
a2

| =
T2

) | =0.014kge m?
Figura 475
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3.2.2 Ejercicios propuestos

1.

196

Los tres objetos mostrados son uniformes, tienen la misma masa, y tienen la misma dimensién exterior.
¢Cudl tiene el momento de inercia més pequeiio alrededor de un eje que pasa a través de su centro como
se muestra?
a) Elcilindro sélido.
b) El cilindro hueco.
¢) Elsolido rectangular.
d) Todos tienen el mismo momento de inercia.
(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)
Respuesta: a)
2r 2r 2r

g

Figura 304

Un yoyo es colocado sobre una superficie horizontal como se muestra en la figura 305. Hay friccién

suficiente para que el yoyo ruede sin deslizar. Si la rueda es halada hacia la derecha como se muestra,

a) Elyoyo rueda hacia la derecha.

b) Elyoyo rueda hacia la izquierda.

c) Elyoyo permanece en reposo.

d) La respuesta depende de la magnitud de la fuerza F ejercida por la cuerda comparada con la
magnitud de la fuerza de friccion.

(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)

Respuesta: a)
Q) =

_

Figura 305

Calcular el momento de inercia de una varilla plana de longitud L y masa M respecto a un eje que pasa
por su centro y esté inclinado 45°, segtn se ve en la figura 306.
(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)

Respuesta: 1 ML?
24

Figura 306
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4. Un bloque de masa m = 20 kg, unido mediante una cuerda a una polea sin masa desliza a lo largo de una
mesa horizontal con coeficiente de rozamiento cinético px = 0.1. La polea estia conectada mediante otra
cuerda al centro de un carrete cilindrico de masa M = 5 kg, y radio R = 0.1 m que rueda sin deslizar a lo
largo de un plano inclinado 30°. Icinpro = 2 MR
a) Relacionar la aceleracion del bloque y del centro de masa del cilindro.

b) Calcular la aceleracion del centro de masa del cilindro y las tensiones de la cuerda.
(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)

Respuesta: a) Acappere = 285 0que; D) 1-176 m/s?; 15.68N; 31.36 N.

Figura 307

5. Una bola de boliche tiene una masa M, radio R y un momento de inercia 2/5 MR Si rueda por la pista
sin deslizar con una velocidad v de su centro de masa, su energia total sera:

a) 3/8Mv*
b) 7/10 Mv*
c) 8/5Mv?
d) 3/7Mv*

e) Ninguna
(Leccién de Fisica A, I Término 2007 — 2008)
Respuesta: b)

6. Desde la parte superior de un plano inclinado un angulo 6 = 37° se suelta desde el reposo un cilindro
hueco, de radio interior r = 0.20 m y radio exterior R = 0.40 m, para que su centro de masa descienda
una altura H = 6.00 m hasta llegar al suelo. Encuentre la velocidad angular con la que el cilindro llega al
suelo. Iey = ¥2 m(r? + R?). (Segunda evaluacion de Fisica A, II Término 2006 — 2007)

Respuesta: 21.3 rad/s

Figura 308

7. Una canica de masa m y radio r rueda a lo largo de la rugosa pista con lazo que se muestra en la figura

309.

a) ¢Cudl es el valor minimo de la altura vertical h que la
canica debe caer si ha de alcanzar el punto maés alto del
lazo sin dejar la pista? Exprese su respuesta en términos
de r y R. Nota: Observe que el centro de masa de la
canica se encuentra inicialmente a una altura h + r de
la base del lazo.

b) Sih = 3R, determine la magnitud de la fuerza normal
que actiia sobre la canica al llegar a la base del lazo.

(Tercera evaluacion de Fisica A, I Término 2006 — 2007)

Respuesta: a)g(R_ r); b) (37R—7r ]mg Figura 309
10 7
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8. Una persona hala un carrete, que rueda sin deslizar, de 30.0 kg (Rext = 50.0 cm; Rint = 30.0 ¢cm) con una
fuerza horizontal de 2.0 N, como se muestra en la figura 310. Encuentre:
a) La aceleracion del centro de masa.
b) Lamagnitud y direccién de la fuerza de friccion que actaa sobre el carrete.

¢) La velocidad del punto A, luego que el carrete se ha desplazado 2.0 m, suponiendo que parti6 desde
el reposo.

(Tercera evaluacion de Fisica A, I Término 2006 — 2007)
Respuesta: a) 0.358 m/s®; b) 9.25 N; ¢) 2.4m/s

© ﬁ

Figura 310

9. Un bloque de 3.0 kg se encuentra sobre una superficie rugosa inclinada 30° y esta unido a una polea de
30 kg y 0.20 m de radio a través de una cuerda de masa despreciable. El coeficiente de friccion cinético
entre el bloque y la superficie es 0.40 y el sistema se encuentra en reposo en t = 0. Encuentre:

a) La aceleracion con que desciende el bloque.

b) La aceleracién angular de la polea.

¢) Lavelocidad angular de la poleaent=2s.

d) El trabajo que realizo la tension de la cuerda sobre la polea cuando el bloque ha descendido 1.0 m
sobre el plano.

(Tercera evaluacion de Fisica A, I Término 2006 — 2007)

Respuesta: a) 1 m/s% b) 5 rad/s% c) 10 rad/s; d) — 1.52 J

M=30kg
R=0.20m

Figura 311

10. El sistema consta de una esfera sélida de masa M = 20 kg y radio R = 10 cm que gira alrededor de un eje
vertical fijo que pasa por su centro de masa, y en cuyo ecuador tiene enrollada una cuerda, la cual pasa a
través de una polea cilindrica de masa m2 = 5 kg y radio r = 5 cm, hasta conectarse de masa m1 = 10 kg,
como se muestra en la figura 312. Si el sistema parte del reposo, determine la velocidad angular de la
esfera cuando el bloque haya descendido 2 m.

(Examen final de Fisica I, I Término 2004 — 2005)
Respuesta: 43.7 rad/s.

I Iz

Figura 312
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11.

12,

13.

En la figura 313 se muestra una esfera de masa M = 2 kg y una polea cilindrica de masa m = 0.5 kg,
unidas por una cuerda de masa despreciable. Inicialmente el sistema estd en reposo y se lo suelta
repentinamente. ¢Qué velocidad angular adquiere la esfera después de descender 10 m sin deslizar a lo
largo del plano inclinado?

(Examen final de Fisica I, I Término 2004 — 2005)

Respuesta: 26.72 rad/s

r=0.2m

Figura 313

Un cilindro sélido (M = 4.0 kg; R = 0.50 m) esta unido a u bloque (m = 6.0 kg) a través de una polea
compuesta (Ir = 0.1 kglh? r1 = 0.10 m; r2 = 0.20 m) como se muestra en la figura 314. El cilindro rueda
sin deslizar. Realice los diagramas de cuerpo libre y encuentre:

a) La aceleracion angular de la polea compuesta.

b) La aceleracion del centro de masa del cilindro.

¢) Laaceleracion del bloque.

(Examen de mejoramiento de Fisica I, II Término 2002 — 2003)

Respuesta: a) 29.4 rad/s; b) 2.94 m/s? ¢) 5.88 m/s”.

M R

J 21'1

Figura 314

El disco y el tambor acoplados que se observa en la figura 315 estan bajo el efecto de una fuerza P = 490
N que siempre permanece horizontal. Suponiendo que el disco rueda sin deslizar, determine la
aceleracion del centro de masa y la fuerza de fricciéon requerida (magnitud y direcciéon). (Leccion # 3 de
Fisica I, I Término 2003 — 2004).

Respuesta: a) 2.16 m/s% b) 411.55 N paralela al plano inclinado y hacia arriba.

Figura 315
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14. Una esfera so6lida (r = 5 cm) rueda sin resbalar en el interior de una superficie semiesférica (R = 55 cm)
como se indica en el grafico. Si parte del reposo en A, calcular la rapidez de la esfera cuando pasa por el
punto B. (Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2000 — 2001).

Respuesta: 2.64 m/s

Figura 316
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3.3. Momentum angular y conservacion del momentum angular.
Cuando se aplica una fuerza a una particula o a un sistema de particulas se puede provocar un movimiento de
traslacién o un movimiento de rotacion si esta fuerza se aleja de un eje de rotacion.

De igual forma una fuerza puede cambiar la cantidad de movimiento lineal, y este cambio puede ser pequefio
o grande, dependiendo de la fuerza aplicada o del tiempo de contacto de esta fuerza. El momentum lineal se
conserva cuando la fuerza neta es cero.

En la rotacidén el equivalente de la fuerza, esto es, el torque o momento de fuerza provoca un cambio en la
velocidad angular, este cambio es el equivalente del momentum lineal, o sea, el momentum angular o
cantidad de movimiento angular. Si el torque neto es cero, el momentum angular se conserva. El momentum

angular, L, se define para una particula como
L=rxp

Donde I es la posicion de la particula y pes la cantidad de movimiento lineal de la misma. La ecuaciéon
anterior puede quedar de la siguiente manera

1
=1
X
—_—
2

—

rxv

|

=m

—_—_—

Y la magnitud de esta cantidad fisica es
L= (mv)(r )(sen?)

En la ecuacion precedente se observa que se genera momentum angular para angulos distintos de 0° y 180°.
Por esto se sugiere descomponer la velocidad o la posicién de manera que se forme entre si un 4ngulo de 90°.
Para un sistema de particulas o un cuerpo soélido la cantidad de movimiento angular se define como

—

L=lw
La cantidad de movimiento angular se conserva cuando la suma de torques externos al sistema es cero, o sea,

I‘INICIAL I‘FINAL
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3.3.1. Ejercicios resueltos

1. Una persona estd de pie en el centro de una plataforma circular (sin friccion) manteniendo sus brazos
extendidos horizontalmente con una pesa en cada mano. Esta girando alrededor de un eje vertical con
rapidez angular de 3.0 rad/s. El momento de inercia de la persona mas los de la plataforma y las pesas
extendidas es de 4.5 kgm2. Cuando la persona acerca las pesas a su cuerpo el momento de inercia
disminuye a 2.2 kgm2.
a) ¢Cual es la nueva rapidez angular de la plataforma?
b) ¢éCuél es la variacion de la energia cinética experimentada por el sistema?
(Deber # 5 de Fisica I, II Término 2004 — 2005)

SOLUCION
a) Debido a que no existe torque externo se conserva la cantidad de movimiento angular (momentum
angular).

Liniciar = LrmvaL

IvicraL@inicrar = IFNALGWFINAL

(4.5 kgm2)(3.0rad/s) = (2.2 kgm?2)(wrinaL)

WFINAL = 6.14 rad/s

b) La variacién de energia cinética es la energia cinética final menos la energia cinética inicial.
AK = KrnaL — Kinician
AK = V2 IrNaLGPFNAL — 72 IintciaLPiNicIaL
AK = V2 (2.2kgm?2)(6.14rad/s)? — Y2 (4.5kgm?2)(3.0rad/s)?
AK =21.22J

2. Un disco de 2 kg de masa y 10 cm de radio gira alrededor de su eje a 180 r.p.m. Encima, pero sin que
exista contacto, se encuentra otro disco de 1 kg de masa, del mismo radio y en reposo. Cuando el disco
superior se deja caer, ambos se mueven con la misma velocidad angular. Calcule la frecuencia angular
final del sistema. (Deber # 6 de Fisica A, I Término 2006 — 2007)

. Figura 317
SOLUCION
Al no existir torque externo al sistema, se conserva la cantidad de movimiento angular (momentum angular).
En la figura 318 se muestra la situacién descrita en el enunciado del

problema. :

Liniciar = Lrmvar >=<
ImviciaLGiNiciaL = IrINALGFINAL —
/2 m;R? iniciar = (2 myR2 + Y2 moR2) wrmvaL

S~ N—— . ¥y

/2 m;R? winiciar = Y2R2(my + mo) WrvaL
OFINAL = (WINICIAL m,/(m, + m.) ) ) ) Figura 318

En el ejercicio nos dan como dato la frecuencia del primer disco, 180 r.p.m,

y la rapidez angular esta relacionada con la frecuencia como w = 27f. Con esta relacién podemos encontrar la
frecuencia final.

27ifrinar =271 mvictar my/(my + m,)
frivar = 180 r.p.m (2kg)/(2kg + lkg)
frinazL = 120 r.p.m
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3. Dos discos so6lidos idénticos colisionan horizontalmente y quedan m. R m. R
pegados después del choque. El primer disco inicialmente tiene : y
velocidad v, y rota con velocidad angular w,, mientras que el segundo
esta inicialmente en reposo. Los discos estan perfectamente alineados ..........J.. .1 [¥," 0.
con respecto al eje de rotacion.

a) ¢Cuél es la magnitud y direccién del momentum lineal del sistema

de los dos discos, luego de la colision? .
N . . ., Figura 319
b) ¢éCudl es la magnitud y direccion del momentum angular del

sistema de los dos discos después de la colision?
c) ¢Cudl es la pérdida de la energia del sistema de los dos discos durante la colisién?
(Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2004 — 2005)

SOLUCION
a) Se conserva la cantidad de movimiento lineal, al no existir fuerza externa alguna que actde sobre el
sistema.

PSISTEMA ANTES = PSISTEMA DESPUES
MVo = PSISTEMA DESPUES

La direccion se mantiene constante, al igual que la magnitud. La velocidad final del sistema es

mv, = (m + m)v
v=1v,

b) Al no existir torque externo se conserva la cantidad de movimiento angular.

Lsistema antEs = LsisTEMA DESPUES
Iy = LsistEMA DESPUES
/2 mR2uy = LsisTEMA DESPUES

La direccion de la cantidad de movimiento angular después de la colisiéon tiene la misma direccién que la
inicial. La velocidad angular final del sistema se calcula a continuacion.

/2 mR2y = IsisTEMA DESPUESW

2 mR2wy, = 2(Y2 mR2)w

w=12 wy

¢) La pérdida de energia es la diferencia entre la energia cinética antes de la colision y después de la

colision.

KrmvaL — Kivterar = (Y2 msistemav?s + Y2 IsistEMaGPr) — (V2 mv2, + 2 Ta®o)

Krmar — Kmvicrar = Y2 (2m)(V2 vo)2 + (1/2) 2(1/2 IIle)(l/2 )2 — (Vo mv2, + Yo (1/2 mR2ur,)
Krmar — Kivierar = Y2 (2m(Va vo2) + (Y2) 2(YV2 mR2)(Vawp2) — (Y2 mv2, + Y4 mR20?,)
Krmvar, — Kiviciar = [V2 (m)(Y2 vo2) + (V2)(mR2)(YVawx?)] — (Y2 mv?, + Y4 mR20ro)

Krmar — Kinierar = [V4 mve2 + (1/8)mR20,)02] — o mv2, - V4 mR20R,

Krmnarn — Kinierar = - V4 mvg2 — (1/8) mR2w?, = —(V4 mv,2 + 1/8 mR2ur,)

Note que el cambio de la energia cinética es negativa y de magnitud igual a la energia cinética final.

KrmaL — Kinviciar = — KrvaL
2KrmaL = Kinician

Si comparamos la energia cinética final e inicial tendremos en porcentaje la energia perdida.

% Energia = (KrmvaL / Kivicrar) * 100 % =(Krmar /2 Krvar) * 100 % = 50%
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4. Una mujer cuya masa es de 60 kg. se encuentra en el extremo de una plataforma giratoria horizontal que
tiene un momento de inercia de 500kg.m2y un radio de 2m.el sistema esta inicialmente en reposo, y la
plataforma es libre de girar sobre un eje vertical sin friccién que pasa por su centro. La mujer comienza a
caminar alrededor del borde con una velocidad constante de 1.5m/s respecto al suelo de la plataforma. La
velocidad angular de la plataforma es
(Deber # 6 de Fisica A, I Término 2006 — 2007)

a) 0.36 rad/s b) 0.24rad/s c¢)o.72rad/s d)o.18rad/s

SOLUCION

Debido a que no existe torque externo sobre el sistema, se conserva la cantidad de movimiento angular del

sistema.

Lsistema aNTES = LsisTEMA DESPUES

0 = Lmuser pESPUEs + LpLATAFORMA DESPUES

o=mvr + Iw

0 = mvr + (mr2? + IpLatarorMA) W

0 = (60 kg)(1.5 m/s)(2 m) + [(60kg)(4m2) + 500 kgm2]w

w=—0.24rad/s
El signo negativo indica que la direccion de la rotacién de la plataforma es opuesta a la direccion en la
que camina la mujer.

Respuesta: b)

5.

Un joven de 50.6 kg de masa esta de pie sobre el borde de un tiovivo sin friccion

de 827 kg de masa y 3.72 m de radio. El joven lanza una piedra de 1.13 kg en una

direccién horizontal y tangente al borde exterior del tiovivo. La velocidad de la

piedra, con respecto al piso es 7.82 m/s. Si el tiovivo inicialmente se encontraba

en reposo, calcule:

a) Lavelocidad angular del tiovivo, luego del lanzamiento de la piedra, y,

b) La velocidad tangencial del joven, después de haber lanzado la piedra.
Suponga que el tiovivo es un disco uniforme.

(Deber # 6 de Fisica I, I Término 2004 — 2005)

Figura 320

SOLUCION
a) Al no existir un torque externo que cambie la cantidad de movimiento angular, este se conserva, o sea, el

Momentum angular inicial es igual al Momentum angular final.

Lantes = Lpesputs No existe torque externo, se conserva el Momentum angular
0 = Lpiepra + Lriovivo Reemplazamos por la suma del Momentum individual
o=pr+Iw Se reemplaza el Momentum de una particula y el de un

cuerpo soélido rigido

0 = mpieprAVT + (Ljoven + Ibisco)w
0 = MprepRAVT + (MyT2 + Y2 mpscor2) w

w=— Mp|EDRAT
2,1 2
Mjoven' ~ + 5 Mpisco
w=— mp|EDRAV (llSkg)(782n/S)

1 ~ " [506kg + 05(827kg)[(372
(mJOVEN"'ZmDISCOjr [506kg + 05(827g)](372m)

w=-512x10"3rad /s

El signo negativo significa que el movimiento del tiovivo sera opuesto al movimiento de la piedra.

b) v=ur Utilizamos la relacién entre la velocidad tangencial
y la angular
v = (5.12x103 rad/s)(3.72m) Reemplazamos los datos del problema.
V = 1.90X102 m/s
v =1.90 cm/s Sabemos que 100 ¢cm equivalen a 1 m.
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6. La barra de masa m y longitud L es soltada desde el reposo sin girar. Cuando cae una distancia L, el
extremo A golpea el gancho S, que proporciona una conexién permanente. Determine la velocidad
angular, w, de la barra después de girar 90°. Considere el peso de la barra durante el impacto como una
fuerza no impulsiva. (Deber # 6 de Fisica I, I Término 2004 — 2005)

N ) )
== 7
: —

Figura 321
SOLUCION
A La figura 322 muestra el sistema con el nivel de
referencia en la 4 j imi
parte més baja del movimiento de
L ; la barra hasta que hace contacto con el gancho S.
Utilizamos la conservacion de la energia para
: " calcular la rapidez con la que llega la barra al
gancho.
S ===\ Nivel de referencia _
S
Figura 322
Ea =Es Se conserva la energia al no haber fuerzas disipativas.
mgh = %2 mvg? En el punto A sélo hay energia potencial y en S cinética.
Vg =4/20L Despeje de vy reemplazo de h.
Liniciar, = Lrmvar Al chocar la barra con el gancho y no existir torque
externo se conserva el momentum angular.
mvr = [w Al no existir rotacién antes del choque se considera una

particula a la barra, luego del choque existe rotacion.

2
m\{l-j = [112 mL2 + rr( Lj }w Consideramos para el andlisis al centro de masa de la barra

2 2

y utilizamos el teorema de los ejes paralelos.

m{'—j 12w Se desarrolla la parte interna del paréntesis.
273\( =w Despejamos la velocidad angular.

Analizamos la dltima situaciéon por medio de la conservacion de la energia.
A -

ErmvaL = Emviciar P J—
12 Tof? = /2 Ioa? + mgh |
Iwf? = Ian? + 2mgh —

Nivel de referencia

Figura 323
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1 22 1 2 9 L
—mLw; ==mL +2mg —
3 PTgm 2
Lw?:ng+39

2
Lw? = (3\/) +3g

2L
9V2
La? =22 +3
VTR
2
9y 2gL
wa :7( 9 ) +3
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7. Una bala de masa m = 10 g que lleva una velocidad de 100 m/s, dirigida como Pivote

se muestra en la figura 324, choca contra un disco sélido uniforme de masa M
= 1 kg y radio R = 20 cm que puede girar libremente sobre un pivote sin
friccién que pasa por un punto de su borde. Después del choque la bala se
queda incrustada en el centro del disco. Determine:
a) Lavelocidad angular del sistema después del choque; y, d
b) Laenergia perdida en la colision.

(Leccibén parcial de Fisica I, I Término 2002 — 2003)

p Figura 32
SOLUCION sura 324
a) Debido a que no existe torque externo, se conserva la cantidad de movimiento angular (momentum
angular).

Liniciar = LrinaL

Pivote mpaLaVxl = Iw

mvpara(Cos30°)R = (Y2MR2 + Md2)w
mvpara(Cos30°)R = (V2MR2 + MR2? + mR2)w
mvpara(Cos30°)R = [(3/2)MR2 + mR2]w
(10g)(100m/s)cos30° = [(3/2)(1kg) + 0.01kg](0.2)w
s w=2.87rad/s

Figura 325 b) La energia perdida en la colision es la diferencia de las dos
energias cinéticas, la final menos la inicial, esto es, la energia
cinética de rotacion, Y2 Iu?, luego del impacto de la bala en el disco menos la energia cinética de
traslacion de la bala, 2mv?2 , antes de la colision.
KrmvaL — Kmviciar = %2 Io? — 72 mv?
Krinar — KinicraL = Y2 (3/2].VIR2 + mR2)ur — Y2 mv2
Krinar, — KinicraL = Y2 R2(3/2M + m)w? — V2 mv2
Krmnar — Kiviciar, = Y2 {(0.2m)2(1.5x1kg + 0.01 kg)(2.87rad/s)? — (0.01kg)(100m/s)2}
KrmvaL — Kinierar = - 49.75 J
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3.3.2. Ejercicios propuestos

1.

Una barra homogénea horizontal estd en equilibrio y puede rotar libremente en el plano vertical.
Repentinamente es chocada plasticamente por una masa puntual m = 0.5 kg que cae verticalmente en el
extremo B, como se muestra en la figura 326. {Cuél serd la maxima velocidad angular del sistema
después del choque? (Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2004 — 2005)

Respuesta: 0.19 rad/s

O
h=2m
M = 400 kg
’II/ I— ’II/
N N
[ (] ]~
A 7777:7777 B
—Lr2—y
Figura 326

Indique si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas, explicando el por qué de su eleccién.
Todos los puntos de un cuerpo que gira tienen la misma velocidad angular.
a) Verdadero b) Falso

Todos los puntos de un cuerpo que gira tienen la misma velocidad lineal.
a) Verdadero b) Falso

El momento de inercia depende de la ubicacion del eje de rotacion.
a) Verdadero b) Falso

Si el momento neto de las fuerzas que actiian sobre un sélido es cero, la velocidad angular no cambia.
a) Verdadero b) Falso

Si la fuerza neta aplicada sobre un cuerpo es cero este cuerpo tiene momento angular cero.
a) Verdadero b) Falso

(Segunda evaluacién de Fisica A, I Término 2007 — 2008)
Respuesta: 2.1a); 2.2 b); 2.3 a); 2.4 b); 2.5b)

3.

Un patinador gira inicialmente con sus brazos extendidos, cuando junta sus brazos
a) Sumomento angular se incrementa.

b) Su momento angular no varia.

¢) Sumomento angular disminuye.

d) Larespuesta depende de cuinto junte sus brazos.

(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)
Respuesta: b)

4.

Una varilla uniforme horizontal de 400 kg est en equilibrio y puede rotar libremente en el plano vertical.
La varilla es impactada por un proyectil de 28 g que se mueve a 450 m/s. Si se considera la colision como
plastica y despreciable la friccion de la articulacion en A, determine:

a) Lavelocidad angular del sistema un instante después de la colisién.

b) La méxima velocidad angular que puede experimentar el sistema después de la colision.

(Leccion del segundo parcial de Fisica A, I Término 2007 — 2008)
Respuesta: a) 0.015 rad/s; b) 0.032 rad/s

3N\
K L/2 X \F—L/4—r
® > ]
A
Figura 327
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5. Un disco de masa M = 1.50 kg cuyo momento de inercia respecto a un eje vertical que pasa por su centro
es 0.5 kgh? se mueve libremente en el plano horizontal con una velocidad angular de 300 rpm. En
determinado instante se deposita sobre la superficie superior del disco una masa puntual de 1 kg, y queda
unida al disco.

a) ¢A qué distancia del eje se ha depositado la masa m si la velocidad de rotacion del conjunto es de 270
rpm?

b) ¢Cuél seré la velocidad de rotacion del conjunto si la masa puntual se hubiera depositado en el borde
del disco?

(Examen de mejoramiento de Fisica I, II Término 2004 — 2005)

Respuesta: a) 0.236 m; b) 33 1/3 rpm.

6. Un disco de madera de 30 cm de radio y 5 kg esta inicialmente en reposo sobre una superficie rugosa,
como se muestra en la figura 328, repentinamente es chocado por un proyectil de masa m = 100 g que lo
impacta en la parte superior del mismo. EL proyectil entra con una rapidez de 300 m/s y sale con una
rapidez de 200 m/s. El disco comienza a rodar inmediatamente después del impacto y sube hasta
detenerse en la parte superior de un plano inclinado. ¢Qué altura H alcanza el centro de masa del disco?
(Examen final de Fisica A, I Término 2005 — 2006)

Respuesta: 0.54 m

Figura 328

7. Un cubo de masa M y lado 22 se desliza sobre una superficie horizontal sin friccion, con velocidad
constante vo. En el extrem de la mesa choca con un pequeiio obstaculo, lo cual produce que el cubo gire
con respecto al punto P. Encuentre el valor maximo de v, para que el cubo esté a punto de caer de la
mesa. (I =2/3 Ma?). (Leccién # 3 de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

Respuesta: v, = Lfag(ﬁ —1)

Vo
g vo _>
—_
P
P
Figura 329

8. Un proyectil de 100 g que lleva una velocidad de 12.5 m/s choca con el centro del
disco de un péndulo, tal como se muestra en la figura 330. Después del choque el (o) N
proyectil queda empotrado en el centro del disco. El péndulo que gira en torno a un
eje perpendicular que pasa por O, estd formado por una barra delgada de 200 gy 20
cm de longitud, y un disco pequeno de 500 gy 5 cm de radio. Calcular la velocidad

20 cm
angular del sistema inmediatamente después del choque.
Examen de mejoramiento de Fisica I, III Término 2002 — 2003)
Respuesta: 6.63 rad/s
=
3o
d
//
Figura 330
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9. Se dispara una bala de 50 g con una velocidad inicial de 450 m/s contra una viga de madera de 24 kg
articulada en O. Sila viga est4 en reposo inicialmente, determine
a) Lavelocidad angular de la viga inmediatamente después de que se incrusta la bala.
b) Lapérdida de energia durante el choque.
(Examen final de Fisica I, I Término 2003 — 2004)
Respuesta: a) 0.56 rad/s; b) — 5057.34 J

~N-——-———-
~_37°
AN 1m
N
N
N
N
N
\\
oo 2m
- Av
Figura 331

10. Un bloque de madera, de masa m = 1kg, que se encuentra fuertemente unido a un disco horizontal, de
masa M = 40 kg y radio R = 1 m, es chocado por un proyectil de masa 100 g de manera que sale con la
tercera parte de la velocidad con la que ingresa, v, = 100 m/s. Si se desprecia la friccion en los soportes
del disco, encuentre la velocidad angular en rpm del disco inmediatamente después del choque.

(Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 1998 — 1999)
Respuesta: 3 rpm

Figura 332
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210 3.5. Movimiento Arménico Simple.



