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PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION

UNIDAD V

V.1 PRODUCTOS NOTABLES

Tanto en la multiplicacion algebraica como en la aritmética se sigue un algoritmo cuyos pasos conducen
al resultado. Sin embargo, existen productos algebraicos que responden a una regla cuya aplicacion
simplifica la obtencién del resultado. Estos productos reciben el nombre de productos notables.

Se llama producto notable al que puede ser obtenido sin efectuar la multiplicacién término a término. A
continuacion se describen los mas importantes.

V.1.1 CUADRADO DE UN BINOMIO
El producto de un binomio por si mismo recibe el nombre de cuadrado de un binomio.

El desarrollo del cuadrado del binomio a+b se puede obtener multiplicando término a término:
(a+b)’ =(a+b)a+b)=a®+ab+ba+b?=a?+_2ab+b?

“El cuadrado de un binomio a+b es igual al cuadrado del primer término mas el doble del producto de
los términos mas el cuadrado del segundo término”.

Ahora, al elevar al cuadrado el binomio a—b, también multiplicando término a término, se obtiene:
(a-bf’ =(a-b)a-b)=a*-ab-ba+b?=a*-2ab+b?

“El cuadrado de un binomio a—b es igual al cuadrado del primer término menos el doble del producto
de los términos mas el cuadrado del segundo término”.

En las formulas anteriores a y b pueden ser cualquier expresion algebraica y tener cualquier signo. Por
lo tanto, segunda la férmula es un caso particular de la primera ya que:

(@a-b)* =[a+(-b)]* =a? + 2a(-b)+b? = a% - 2ab +b?
Ejemplos.

1) (a+4) =a®+2(a)(4)+4* =a® +8a+16

2) (2x+3y)’ (2><) + (2X)(3y) (3y)” = 4x* +12xy +9y?

3) (b-5)* =b? +2(b)(-5)+5* =b? -10b + 25

4) (6k -8m)* = (6k)* +2(6 +(—8m)2:36k2—96km+64m2
(-

k)* +2(Bk)(~8m)
({2 A A
f2rp
2(-2

4
(707 -o0) =(7p) +2{7p*)-00° )+ o0 = 40p* -126p°0” +811°
)+5°

6)
7 (- 2k + ) = (- 2k)? + 2(- 2k)(5) + 52 = 4k - 20k + 25
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8) (~100* -7} =(~100* ] +2(~100* (- 72)+ (- 7A)* =1000° +1400* A + 49

Representacion geométrica de (a+ b)Z:

Consiste en considerar el area de un cuadrado de lados a+b vy
las regiones que estas medidas generan en el cuadrado. Los
segmentos a y b horizontales y verticales dividen al cuadrado en
cuatro areas menores: dos cuadrados, uno de lado a y otro
menor de lado b, y dos rectangulos de largo a y ancho b. La
suma de las areas de estos cuadrados y rectangulos es igual al b ab b?
area total del cuadrado de lado a+b:

Representacién geométrica de (a— b)Z:

Consiste en considerar el area de un cuadrado de lados a. Los
segmentos a—b y b horizontales y verticales dividen al cuadrado

en cuatro areas menores: dos cuadrados, uno de lado a—b y otro
menor de lado b, y dos rectangulos de largo a—b yancho b.La ,_,
suma de las areas de estos cuadrados y rectangulos es igual al

area total del cuadrado de lado a?. Por lo tanto, el area del
cuadrado de a—b es igual al area total menos el area de los b
rectangulos menos el éarea del cuadrado menor, esto es:

(a-b)’ =a?-2(a-b)b—b? =a® —2ab+2b* —b? =a® - 2ab+b?

V.1.2 CUADRADO DE UN POLINOMIO

El producto de un trinomio por si mismo recibe el nombre de cuadrado de un trinomio.
El desarrollo del cuadrado del trinomio a+b+c se puede obtener de la siguiente forma:
(a+b+c) =[(a+b)+c]* =(a+b)’ +2(a+b)c+c? =a? + 2ab+b? + 2ac + 2bc + c*
ordenando se tiene
(a+b+c) =a?+b?+c?+2ab+ 2ac + 2bc

Por su parte, el desarrollo del cuadrado del polinomio de cuatro términos a+b+c+d se puede obtener
de la siguiente forma:

(a+b+c+d)f =[(@a+b)+(c+d)]’ =(a+b)* +2(a+b)c+d)+(c+d)
=a® +2ab+b* + 2ac+ 2ad + 2bc + 2bd + ¢* + 2cd +d?

ordenando se llega a:

(a+b+c+d)’ =a®+b?+c?+d? + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd



En general, el cuadrado de un polinomio estd dado por la suma de los cuadrados de cada uno de sus
términos mas el doble producto algebraico de sus términos, tomados de dos en dos.

Ejemplos.

1) (a+2b+3c)’ =a? +(2b)’ +(3c)* +2(a)(2b) + 2(a)(3c) + 2(2b)(3c)
=a’ +4b” +9c” +4ab+6ac+120c
2) (5x-8y-62)" = (5x)° +(-8y)* +(-62)" +2(5x)(~8y)+2(5x)(- 62) + (- 8y)(- 62)
= 25x° + 64y + 362° —80xy — 60xz + 96yz

1 2. 3V (2 (2. (3 )V (1Y2 1Y 3
o321 -39) () +(2") *(‘49) St G E G
4., 9 , 2. 3 3
(5 j( gj +2—5f +T69 +§ef —Zeg—gfg
= (4a)’ + (- 7b)? +(9c)? + (- 5d)? + 2(4a)(- 7b) + 2(4a)(9c) +
2(4a)(-5d) + 2(- 7b)(9c) + 2(- 7b)(~5d ) + 2(9c)(~ 5d)
=16a” +4%?* +81c? + 25d° —56ab + 72ac — 40ad —126c + 70bd —90cd
5) (2p° +6q-10r2 +t) = (2p*f +(60)? +(~10r2f +12 + 22p°)60) + 2(2p*[~10r?)+ 2{2p° ) +
2(6a)(-10r2)+ 2(6a)(t) + 2(-10r* ()

=4p°®+360° +100r* +t* + 24p°q-40p°r* +4p°t —120gr * +12qt — 20r °t

3., 7 5 23 ,.\ 7 2 5 ) >
6) | —h?j——k®m’==n+6p°q’s| =| =h?j| +|——k’m®| +| -=n| +(6p*q’s| +
)(2‘4 2 qu(Z‘j(zl j(zj(p‘”

3,.,. 7 3.,. 5 3,,.

2l Sh%j | -—Kk?m® |+2 Sh%j || -=n|+2 Sh?j |l6p%g*s)+
[2 Jj(4 j (2 ’j[ 2) (2 ‘j(pq)
7 5 7 5

2l ——K’m* | -=n|+2 -—k®m® |[6p3%qg’*s)+2 - =n [[6p3g’s
(4 j(zj(4 j(p‘”)(zj(p”

Zh“]z+49k4m6+245n2+36p4q852 21 h2jk2m3—

4) (4a-7b+9c-5d)?

12 h?jn+18n?jp°q s+3;15k m’n-21k*m’p?q*s-30np°q*s

V.1.3 PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CONJUGADOS

Dos binomios son conjugados si difieren solo por el signo de uno de sus términos.
Ejemplos.

1) (4a+3b) y (4a-30)

2) (2k-5j) y (2k+5j)

Al efectuar el producto de un binomio a+b por su conjugadoa —b, se tiene:
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(a+b)(a-b)=a?-ab+ba-b?=a?-b’

esto significa que el producto de dos binomios conjugados es igual a la diferencia de los cuadrados de
sus términos.

Esto es:
(a+b)a-b)=a?-b?
Ejemplos.

1) (k+3)(k-3)=k?-9

2) (3x+2y)(3x-2y) =9x* - 4y?

3) (5a+8b)(5a-8b) = 25a* - 64b>
(4w2 +77° )(4W2 - 723) =16w* - 49z°

1X+yj( 3y) Le-2y
2 4 25

6) (6jk +4mn)(61k 4mn) 36j°k* -16m°n°
7) (10r2t3v* +125%0°w)(10r 2t°v* —125%u°w) = 100r “t°® - 144s*u'ow?
8) (~a+1)a+1)=1-a?

5)

La representacion del producto de dos binomios conjugados se efectlia a partir de un cuadrado de lado
a y un cuadrado interior de lado b . El area sombreada representa a’ -b? y esta dada por la suma de
los rectangulos (a—b)a y b(a—b), estoes, (a+b)a-b):

(a+b)a-b)=a*-b?
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V.1.4 PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CON UN TERMINO COMUN

Este producto notable corresponde a la multiplicacion de binomios cuyo término comin es X de la forma

(x+ a) por (x+b). Al desarrollar el producto se tiene: (X + a)(x + b) =x*>+xb+xa+ ab, que se
puede agrupar como sigue:

(x+a)(x+b)=x?+(a+b)x+ab

Esto significa que el producto de binomios con un término comun es el cuadrado del término comun, mas
la suma de los términos distintos multiplicada por el término comdn y mas el producto de los términos
distintos.

Ejemplos.

1) (x+2)(x+3)=x*+(2+3)x+(2)(3) = x> +5x+6

2) (a-1)(a+4)=a%+(-1+4)a+(-1)(4)=a*+3a-4

3) (2b+5)(20+3)=(2b)* + (5+3)(2b) + (5)(3) = 4b? +16b+15
4) (3z2-6)(32-7)=(32)* +(-6-7)(3z)+ (- 6)(- 7) = 92% -39z + 42

)+
(A ] e

5 - X+5
(2¢* +8)(2e? ~11)= (2¢* ] + (8-11)(2¢*) + (8)(- 11) 4¢° - 6e* - 88

6) e
7 (6a°p? - afa* 57 +7)= (62 +(~4+7)(6a° 5 )+ (- 4)(7) = 250" 5* +150° 57 - 28
8) (~k+5)(-k+12)=(~k)* +(5+12)(- k) + (5)(12) = k* =17k + 60

Para representar el producto de dos binomios con un término comudn se utiliza un cuadrado de lado X. A

uno de los lados se le agrega una cantidad a y a otro se le agrega una cantidad b, por lo que se forma
una superficie con cuatro regiones:

X+a

a Xa b

(x+a)(x+b)=x?+(a+b)x+ab

5
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El area total que es (X + a)(x + b), también esta dada por la suma de cada una de las areas, es decir
x? + Xb + xa + ab , que en forma simplificada es: x* +(a+b)x+ab.

V.1.5 CUBO DE UN BINOMIO
El desarrollo del cubo del binomio a+b se puede obtener multiplicando este binomio por su cuadrado:
(a+Db)® = (a+b)(a+b)? = (a+b)(a? + 2ab+b?)
=a’+2a’h+ab® +ba’ + 2ab® + b’
que simplificado es:
(a+b)’ =a* +3a’h + 3ab* + b°
Por su parte, el desarrollo del cubo del binomio a—b, se obtiene de forma similar:
(a-b)* = (a-b)a-b) = (a-b)a® - 2ab+b?)
=a’ -2a’b+ab’ —ba® + 2ab* - b°
que simplificado es:
(a-b)* =a® -3a’h+3ab® -b?

En las férmulas anteriores a y b pueden ser cualquier expresion algebraica y tener cualquier signo. Por
lo tanto, segunda la férmula es un caso particular de la primera ya que:

(a-b)’* =[a+(-b)]® =a® +3a%(-b)+3a(-b)+b* = a® -3a%b +3ab? + b°
Considerando lo anterior, se aprecia que el desarrollo anterior presenta la siguiente estructura:

El cubo de la suma de dos términos es igual al cubo del primer término mas el triple del cuadrado del
primer término por el segundo mas el triple del primer término por el cuadrado del segundo mas el cubo
del segundo término.

Ejemplos.

1) (a+2)° =a® +3(a2)(2)+3(a)(2?)+ 2° =a® +3(a?(2) + 3(a)(4) +8=a’ +6a% +12a+8
2) (k-5)° =k® +3(k?)(-5)+3(K)(~5) + (-5 =k* +3[k?)(-5)+3(k)(25)-125
= k® -15k? + 75k -125
3) (4x+y)® = (4x)® +3(4x)*(y)+ 3(4x)(y2)+ Y2 =64x° + 3(16x2)(y) + 3(4x)(y2)+ a
= 64x° +48x°y +12xy° + y°
4)(6c-7d)* = (6c) +3(6c)* (- 7d) +3(6c)(~ 7d )’ + (-~ 7d )’
= 216c° +3(36¢% |- 7d ) + 3(6¢)(49d? ) - 34° = 216c* - 756c2d +882cd? —343°

5o 30) =(3e) +43e) (B3l e) +(32)



e G FO O P
27 9 5 3 25
+ib3 :ia3 +£a2b iab2 8 —p® :ia3 +£a2b+iab2 + 8
12E 27 15 25 12¢E 27 15 25 12E

6) (4x® -8y? ) = (ax®) +3(ax®f (- 8y?) + 3ax’ [ -8y?f +(-8y?)

= 64x° +3(16x° )~ 8y? )+ 3(4x° |64y )-512y° = 64x° - 384x°y? + 768x°y* ~512y°
7) (-3a+10)° =(-3a)° +3(- 3a)2(10)+3( 3a)(10) +(10)°

= -27a° +3(9a? (10) + 3(- 3a)(100) + 1000 = —27a° + 270a? — 900a +1000
8) (-9z-2) =(-92)’ +3(-92)*(-2)+ ( )(-2)2 +(-2)

= -7297° +3(812° - 2) + 3 -8=-7297° - 4862° ~1082-8

V.1.6 CUBO DE UN TRINOMIO

El desarrollo de un cubo de trinomio a+b+C se obtiene multiplicando este trinomio por su cuadrado:

(a+b+cf =(a+b+c)a+b+c) =(a+b+c)a? +b?+c? +2ab+ 2ac + 2hc)
=a’®+ab? +ac? +2a’b + 2a’c + 2abc+a’b +b?® + bc? + 2ab? + 2abc + 2b*c
+a’c+b%c+c®+ 2abc + 2ac? + 2bc?

simplificado queda como:
(a+b+c)® =a® +b* +c® +3a’h +3ab® + 3a’c + 3ac® + 3b°c + 3bc? + 6abe

El resultado consta de diez términos y presenta la siguiente estructura:

El cubo de un trinomio es igual a la suma de los cubos de cada uno de los términos, mas el triple
producto del cuadrado de cada término por cada uno de los términos restantes mas seis veces el
producto de los tres términos.

Ejemplos.

1) (4a+2b+5c)* = (4a)’ + (2b)* + (5¢)° +3(4a)?(2b) + 3(4a)(2b)’ + 3(4a)?(5c)
+3(4a)(5c)” + 3(2b)? (5¢) + 3(2b)(5¢)” + 6(4a)(2b)(5¢)
= 64a° +8b° +125° + 3{16a° |(2b) + 3(4a)(4b? ) + 3{16a (5c)
+3(4a)(25c2) + 3(ab? )(5¢) + 3(2b)(25¢2) + 6(4a)(2b)(5c)
= 64a° +8b® +125c° + 96a°b + 48ab” + 240a°c + 300ac?
+ 60b%c +150bc? + 240abc

2) (3 =6y -1)° = (3x)" + (= 6y)* + (~1)° + 3(3x)*(~ 6y) + 3(3x)(~ 6y)" + 3(3x)*(~1)
+3(3x)(-1)° +3(-6y)* (1) + 3~ 6y)(~1)° + 6(3x)(~ 6y)(~1)

=27x* - 216y° -1+ 3(9x2 )~ 6y) +3(3x)(36y? ) + 3(9x* )~ 1)

+3(3x)(1) + 336y° J-12)+ 3(- 6y)(1) + 6(3x)(- 63)(~1)
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= 27x° - 216y° —1-162x2y + 324xy> — 27x° + 9x—108y° —18y +108xy

(3o d0-30) (2 (5] (5] A2 Gr)L2e5)
SIS HICUEHIE
aelar 9
=;e3+287f3—22g3+3(ie2j

N

Aol o)

3+£f3_277 3+£ 2f+g 9 2 27 2

1
8 27 64° 2 3¥ T16°9 3
_fzg+gfg2_§efg

8 2

9)2

Nlw

EUREY

Ny

Q
o
‘-D.,
('D
@
<8

9 (58" -a0° +100) = -58°) + (- 40°) + o' +o-55°f [- 45°)

+3(-582)-45°) +3(-582) (01 )+3(- 582 fro*f
+3(-45°F 104*)+ 3 45° Jroa* f +6(-552)(- 46°J10r*)

= -1253° - 649° +10001** +3(253° )~ 453)+ 3(-5416°)
+3258" o)+ 3(-582JLoor )+ 360° froa*)+ 3~ 45° f100F)
+6(-582)-40° Jro1*)

= ~1254° - 645° +100012 — 30033° — 2408°5° + 7508'1*
~15008°F° + 4805°A* ~12005°° +12008°5° I

V.1.7 SUMA Y RESTA DE CUBOS

Para obtener la suma de dos cubos de la forma @° +b® se efectda el siguiente producto:
(a+b)(a? -ab+b?)

cuyo desarrollo es: @° —a’b+ab’ +a’b—ab® +b°

y simplificando se tiene: a° +b?

Esto significa que:

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa
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La suma de los cubos de dos términos es igual al producto de la suma de los términos, por un trinomio
formado por el cuadrado del primer término, menos el producto de los dos, mas el cuadrado del segundo.

Es decir:
(a+b)(a®-ab+b?)=a%+b°

Ejemplos.
Comprobar que los productos indicados representan la suma de dos cubos.

1) (x+1)(x* - x+1)

Solucion.

(x+1)(x2 —x+1)=x° =3 + x4+ X% = x+1= 3¢ +1= 3 +1°

2) (2a+30)(4a> - 6ab+90°)

Solucion:

(2a+3b)(4a” - 6ab+9b?)=8a® ~12a°h+18ab® +12a%h ~18ab? + 27b°
=8a®+27° = (2a)’ +(3b)’

3) (aKk? +5j°)fLek* - 20k?j° +25)%2)

Solucion:

(K2 +5)° J16k* —20k? j© +25]%2) = 64k°® —80k* j© +100k? |2 +80j °k* ~100k?j** +125]°
= 64k° +125)"° = (4Kk?) +(5j°

Similarmente, para obtener la diferencia de dos cubos de la forma a®—b® se efectua el siguiente
producto:

(a-b)(a? +ab+b?)
cuyo desarrollo es: a®+a’b+ab’ —a’b—-ab® —b°

y simplificando se tiene: a° —b®

Esto significa que:

La diferencia de los cubos de dos términos es igual al producto de la diferencia de los términos, por un
trinomio formado por el cuadrado del primer término, mas el producto de los dos, mas el cuadrado del

segundo.

Es decir:
(a-b)a® +ab+b?)=a%-b?

Ejemplos.
Comprobar que los productos indicados representan la diferencia de dos cubos

1) (y-2)(y? +2y+4)
Solucioén.

(y=2)y* +2y+4)=y’ +2y* +4y -2y’ ~4y-8=y*~8=y’ -2’
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2) (5p-60)(25p? +30pg - 3607)

Solucién:
(5p - 6q)(25p? +30pq—36072)=125p° +150p%q ~180pq? ~150p? ~180pg? - 21647
=125p° - 2160° = (5p)* - (6q)°
3) [1a—3bj(1a2 +3ab+9b2j
2° 5 \4 10 25
Solucién:

(13_3bj(132 +3ab+9b2j =}a3 +3a2b+3ab2 —iazb—gabz —£b3
2 5 \4 10 25 8 20 50 20 50 125

3 3
:1a3_27b3:(1aj _(Bbj
8 125 2 5

V.1.8 BINOMIO DE NEWTON

El teorema del binomio, también llamado binomio de Newton, expresa la enésima potencia de un

binomio como un polinomio. El desarrollo del binomio (a+ b)n posee singular importancia ya que

aparece con mucha frecuencia en Matematicas y posee diversas aplicaciones en otras areas del
conocimiento.

Si el binomio de la forma (a+ b) se multiplica sucesivamente por si mismo se obtienen las siguientes
potencias:

a+b)=a+b

(a+b)

(a+b)’ =(a+b)a+b)=a?+2ab+b?
2 veces

(a+b)’ =(a+b)(a+b)(a+b)=a’+3a’h+3ab® + b’

(a+h) [IglvD?(T:+ b)=a* + 4a’h + 6a%h? + 4ab® + b*

(a+ b;ée]?;a +b)=a® +5a’b +10a’h? +10a’b* + 5ab* + b°

(a+b)’ =(a+ b)SDV]e]ZZsa+ b) =a° +6a°h+15a’b? + 20a°b® +15a°h* + 6ab® +b°

6 veces

(a+b)*

(a+b)f

De los desarrollos anteriores, se observa que:

El desarrollo de (a+b)" tiene n+1 términos

El exponente de @ empieza con N en el primer término y va disminuyendo en uno con cada término,
hasta cero en el dltimo

El exponente de b empieza con cero en el primer término y va aumentando en uno con cada
término, hasta N en el Gltimo

10
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Para cada término la suma de los exponentesde a y b es n
El coeficiente del primer término es uno y el del segundo es N
El coeficiente de un término cualquiera es igual al producto del coeficiente del término anterior por el
exponente de a dividido entre el nimero que indica el orden de ese término
Los términos que equidistan de los extremos tienen coeficientes iguales.
Ejemplo.
(a+b)® =a° +6a°h +15a*h? + 20a’h® +15a%h* + 6ab® +b°

T I R R I
T2 3 4 5 6

Aplicando las consideraciones expuestas en los incisos para el caso general se tiene:

asb) =am 4" a_l LN0=D oo, NN-D(N=2) Jogs, NN-D(N-2)N-3) s
(ab) T T e P
-2 A-a) e

1(2)(3)(4)(5)

Se define como factorial de un nimero natural N al producto de N por todos los nimeros que le
preceden hasta el uno. Se denota mediante N!:

nt=1(2)(3)(4) r{n - 1)(n)

Por definicion, el factorial de cero es uno: O'1=1

Ejemplos.

31=1(2)(3)=6
51=1(2)(3)(4)(5) =120

Ahora, si se introduce la notacion factorial, la férmula del binomio puede escribirse asi:

(a+b) =an + Varips M0 oz, MN-D(1-2) Jogps, N(N-D(n=2f1-3) 0y
il 2 3

N (n 1)(n 2)(n 3)(n 4)a”‘5b5+DﬂEl-b” *

5!
Ejemplos.
1) Obtener el desarrolio de (3x —4y)*
Solucion.

Haciendo a=3X, b=-4y y n=4
Aplicando la férmula se tiene:

(Bx-ay)* = (30 + 20 (- ay)+ Do ayy + D - 4y + (- ayy

2
(Bx=4y)" = (3" + 7 (30 (- 4y)+ = (8" (- 4y + 2 (8- 4y) + (-4

11
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12
+==
2
=81x* —432x%y +864x?y? - 768xy° + 256y*

=81x* + ‘1‘(27x3 J-ay)+ == (ox? uey? ) + 264 (3x)(~ 64y* )+ 256y

2) Hallar la expansion de (5X + 2y)°
Solucién.

Haciendo a=5x , b=2yy n=5
Aplicando la férmula se tiene:

(sx+2y)° =6 + 2 (6x)"(29)+
+(2y)
=3125x° +5(625x* [2y) + 10{125x% ) 4y? ) + 10(25x 8y? ) + 5(5x)(16y* )+ 32y°
=3125¢ +6,250x"y + 5,000y + 2,000x%y? + 400xy* +32y°

5(4
2

SN—r

By + U pr(ayy + I 55

En el desarrollo binomial:

(a+ b)n —a" +Ean_lb+ n(n-1) a"?h? + n(n-1)(n-2) a™b® + I n(n-1) ah™2 +Eabn—1 +b"
il 2 3 2 1

Analizando las caracteristicas del desarrollo y si se decide llamar a un término cualquiera del desarrollo
como r-ésimo término, se observa que:

El exponente de b es: r =1

El exponente de a es: n—(r —1) =n-r+1

El denominador del coeficiente es: (r —1)!

El numerador del coeficiente es: n(n —1)(n - 2) [ﬂ]]]jn -r+ 2)

En consecuencia el r-€simo término de la expansion de (a + b) es:

n(n-1)(n-2)tri(n-r +2)an_r +1pr-1

(r—1)

Ejemplos.

1) Encontrar el tercer término del desarrollo (2K —6m)°
Solucion.

a=2k, b=-6m, n=5,r=3

Aplicando la expresion se tiene: (5)2(|4) (2k)3(— 6m)2 = 1((8k3)(36m2) =2,.88k°*m’

2) Calcular el sexto término del desarrollo (X +4y)’
Solucion.
a=x,b=4y, n=7,r=6

Aplicando la expresion se tiene: 7(6)(55!)(4)(:‘3)X2 (4y)5 =21x* (1024y5) =21504x%y°

12
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El triangulo de Pascal es un esquema que tiene como caracteristica que cada uno de los componentes
de sus filas representa los coeficientes del desarrollo binomial.

Se construye de la siguiente manera: Se empieza por el 1 de la cumbre. De una fila a la siguiente se
escriben los nimeros con un desfase de medio lugar o casilla para que cada casilla tenga dos numeros

justo arriba, en la fila anterior. Cada extremo de la fila tiene un 1 y el valor que se escribe en una casilla
es la suma de los niumeros que estan encima.

Después, se efectla una relacion entre los nimeros del triangulo de Pascal y la suma de las potencias de

a y b, de forma que los coeficientes se asignan en el mismo orden en que aparecen. Graficamente esto
es:

(a+h)° 1

(ab) 11

(a+b)’ 1 2 1

(a+b)’ 1 ;3;__ :*3;‘ 1

(avo) A

(a+b) 1 -<5;~“ 10 ‘ 10 <5» 1
(a+b)° 1 461 15 “ 20 , 15 *GV 1
(@a+b) 1 <7> 21 35 19,5 21 *7» 1

. - 6 .
Por ejemplo, para encontrar los coeficientes del desarrollo (a+b) , se le aplican los factores de la
séptima fila, tal y como se muestra en la siguiente figura:

a® ab a'b® a®® a®h* ab® b°

|

1 6 15 20 15 6 1

B

a® +6a°b+15a°b? + 20a°b® +15a°b* + 6ab® + b°®

13
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Ejemplos.

1) Aplicar el triangulo de Pascal para desarrollar (3X - 2y)4

Solucion.
Ubicando los coeficientes respectivos se tiene:

(3x-2y)* =(3x)* + 4(3x)°(-2y) + 6(3x)* (- 2y)* + 4(3x)(- 2y)’ + (- 2y)*
=81x* +4(27x° |- 2y) + 6(9x° J[4y? ) + 4(3x)(-8y* ) + 16y*
=81x* - 216x°y + 216x°y* —96xy° +16y*

6
2) Encontrar la expansion de (Sa“ + 4b3) aplicando el triangulo de Pascal.

Solucién.
Ubicando los coeficientes respectivos se tiene:

(5a* +4b° ) = (5a*)° +6(5a" | (ab®)+15(5a* )* (4b* + 20(5a* ) (40° +15(5a* f (40°)*
+6(5a* ab° ) + (ap° )
=156252% +6(31252 (4b° ) + 156254 [160° ) + 20{1250% | 64b°)
+15(252° 2560 )+ 6(5a* [1,0240*° )+ 4,0960*°
=15,625% +75,000a°%° +150,000a % +160,0008*b° +96,000a°0"
+30,720a'b'® +4,0960™°

V.2 FACTORIZACION
Un factor es cada uno de los nUmeros que se multiplican para formar un producto.

Ejemplo.

Sean los siguientes productos:

(3)(2) =6, por lo que factores de 6 son 3y 2.

(5)(2) =10, por lo que factoresde 10son 5y 2.
(5)(3)(2) =30, por lo que factores de 30son 5, 3y 2.

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

Notese como el nimero 2 aparece como factor comun de 6, 10 y 30 porque cada uno de estos

ndmeros se divide exactamente entre dicho factor comdn.

Cuando una expresion algebraica esta contenida exactamente en todos y cada uno de los términos de un

polinomio, se dice que es factor comun de ellos.

Ejemplos.

1) El término 3x* es factor comin de 6x*y, de 9x° y de —12x?y® porque cada monomio puede

expresarse como el producto de 3x? por otro término, es decir:
6Xx*y = (3x2)(2x2 y)

9x® = (3x2)(3x)

—-12x%y? = (3x2)(— 4y2)

14
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2) El término 4ab? es factor comun de 28a°b*, de —20a°b? y de 8ab® porque cada monomio puede
expresarse como el producto de 4ab® por otro término, es decir:

28a%h° = (4ab? )(7ab)
~20a°v? = (4ab’ |- 5a2)
8ab® = (4ab?)(2b)

Factorizar es el proceso que permite descomponer en factores una expresién matematica. Esto significa
gue factorizar es convertir una expresion en el producto indicado de sus factores.

En toda expresion debe obtenerse la maxima factorizacion posible. Los tipos de factorizacion mas
utilizados se exponen a continuacion.

V.2.1 MONOMIO COMO FACTOR COMUN

Para encontrar el factor comun de los términos de un polinomio se busca el maximo comun divisor (MCD)
de los coeficientes de todos los términos, y de las literales que aparezcan en todos los términos, se
escogen las que tengan el menor exponente.

Ejemplos.
Factorizar los siguientes polinomios.

1) 4a’b+10a’b?
El MCD de los coeficientes es 2,y las literales de menor exponente que aparecen en todos los términos
son: a* y b, por lo que el factor comun es: 2a’b
Asf que: 4a°b+10a’h? = 2a’h(2a +5b)
2) 6x°y*z+18x°y*z° - 21x"y?z*
El MCD de los coeficientes es 3, y las literales de menor exponente que aparecen en todos los términos
son: X3 ,y2 y Z, por lo que el factor comun es: 3X3y22
Asi que: 6X°y*z+18x°y*7° - 21x*y?z* = 3x3y22(2x2y+ 6y*z* —7xz3)
3) k2 +km=k(k +m)
4) 12p* +3pq =3p(4p+q)
5) 16x° —56x* +24x2 — 40x° +32x° =8x*(2x* - 7x? +3-5x% +4x
6) 49K*m’® +70Km® —63k°m’® +14k*m® —91k’m°® = 7k?m*(7k? +10k°m?® — 9k + 2km? 13
7) SerpeslOgtgs :§e2f3(f +5e2)
2 2 2
8) 220° BN — 44" X° - 660> B A" +550° 1° =110’ X" (2aB° F* - 4a*A -6 3% +5a° )
No6tese como no aparece en el factor comdn la literal [ ya que no esta en todos los términos del
polinomio.

V.2.2 POLINOMIO COMO FACTOR COMUN
En una expresion, cuando el maximo comun divisor (MCD) de todos los términos es un polinomio

entonces se puede descomponer como el producto de este factor comun por un polinomio cuyo resultado
sea la expresion original, tal y como se muestra a continuacion.

15
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Ejemplos.
Factorizar las siguientes expresiones.

1) 5(a+b)+k(a+b)

El MCD de los todos los términos es: (a+ b)

Asi que: 5(a+b)+k(a+b)=(a+b)5+k)

2) br (m - 3n) - 8q(m— 3n) +1ls(m - 3n)

EI MCD de los todos los términos es: (m—3n)

Asi que: 6r(m-3n)-8g(m-3n)+11s(m-3n)=(m-3n)(6r —8q+11s)

3) W(x+3y —2z)- x—3y+2z+4p(x+3y-22)

Esta expresion puede rescribirse como:

W(x+3y—22)—](x+3y—22)+4p(x+3y—22)

por lo que el MCD de los todos los términos es: (x+3y— 22)

Asi que: W(x+3y —2z)—-x—3y+2z+4p(x+3y-2z)=(x+3y-2z)(w-1+4p)

4) a*(4a-3)° +a(3-4a)°

Esta expresion puede rescribirse como:

a?(4a-3)* -a(4a-3)°

El MCD de los todos los términos es: a(4a—3)2

Asi que: a2(4a-3)° -a(4a-3)* = a(4a-3)’[a-(4a-3)| = a(4a-3)°(3-3a) = 3a(4a-3)’(1- a)
5) 972(4e+7f)+4e+ 7t = (4e+7f)92% +1)

6) 10u(2c—d*)+4c-2d® =10u(2c - d*)+2(2c - d®) = (2c ~ d*)10u + 2) = 2(2c — d*(5u +1)
7) (x=b)(w+3)-8(w+3)+(c-y)w+3)=(w+3)(x-b-8+c-y)

8) 8(:32(a2 —a+1)+4:?(a2 —a+1):;'(a2 —a+1)(202 +b)

V.2.3 FACTORIZACION POR AGRUPACION DE TERMINOS

Existen polinomios cuyos términos no contienen un mismo factor comidn. En esos casos, se debe
factorizar por agrupacion, procedimiento que combina los dos métodos anteriores.

Ejemplos.
Factorizar los siguientes polinomios:

1) ax+bx+aw+bw
Para los primeros dos términos se toma como factor comin a X y para los otros dos a W:

x(a+b)+w(a+b)

ahora, se factoriza el polinomio (a+ b):

(a + b)(x + W)

O ax+bx+aw+bw=(a+b)(x+w)

2) ax+ay+4x+4y

El factor comun para los primeros dos términos es a y para los otros dos es 4:
a(x+y)+4(x+y)

después, se factoriza el polinomio (x + y):

16
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(x+y)a+4)

0 ax+ay+4x+4y=(x+y)a+4)

3) 10px —15py + 6xy —9y?

Para los primeros dos términos se toma como factor comin a 5p y para los otros dos a 3y:

5p(2x-3y)+3y(2x-3y)

ahora, se factoriza el polinomio (2x—3y):

(2x-3y)(5p+3y)

0 10px—15py +6xy—9y?® = (2x—3y)(5p+3y)

4) 8ac—4ad —6bc+3bd

El factor comun para los primeros dos términos es 4a y para los otros dos es —3D:

4a(2c-d)-30(2c-d)

después, se factoriza el polinomio (ZC—d):

(2c-d)(4a-3b)

0 8ac—4ad—6bc+3bd = (2c—d)(4a-3b)

5) 3a* +10a+3

Esta expresién puede rescribirse como: 3a® +9a+a+ 3

El factor comun para los primeros dos términos es 3a:

3a(a+3)+a+3

0 3a®+10a+3=(a+3)(3a+1)

6) 5x"y+3x*y —9xz-15x%z = xzy(5x2 + 3) - 3xz(3+ 5x2) = (5x2 + 3)(x2y - 3xz) = x(5x2 + 3)(xy— 32)

7) 3abx? —2y? — 2x? +3aby? = 3abx? — 2x* + 3aby® - 2y? = x*(3ab - 2)+ y*(3ab- 2)
= (3ab-2)(x* + y?)

8) 2ab+2a-b-2ac+c-1=2ab-b-2ac+c+2a-1=b(2a-1)-c(2a-1)+(2a-1)
=(2a-1)(b-c+1)

Otra forma de resolver este ejercicio es escribirlo como 2ab —-2ac+2c-b+c-1:

2ab-2ac+2a-(b-c+1)=2alb-c+1)-(b-c+1)=(b-c+1)(2a-1)

V.2.4 FACTORIZACION DE UN TRINOMIO CUADRADO PERFECT O

Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el producto de dos factores iguales, es decir, es el
cuadrado de otra cantidad. Por ejemplo, 9a® es cuadrado perfecto, ya que es el cuadrado de 3a.

Se conoce como trinomio cuadrado perfecto (TCP) al resultado que se obtiene de elevar al cuadrado un binomio:

(a+b)* =a® +2ab+b?

%/_J . .
Cuadrado Trinomio Cuadrado
deun Perfecto

binomio

Para identificar si un trinomio es cuadrado perfecto, se debe cumplir que dos de sus términos sean
cuadrados perfectos y que el otro término corresponda al doble producto de las raices cuadradas de los
términos cuadraticos.

17
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Ejemplos.
Determinar si los siguientes trinomios son cuadrados perfectos.

1) 16x* + 40xy + 25y?
Primero se comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:

\J16x2 = 4x
./25y? =5y

el doble producto de las raices cuadradas debe ser igual al otro término:
2(4x)(5y) =40xy

por lo tanto el trinomio, es un TCP.

2) 36a° +96ab” + 64b*

Comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:

~/36a* =6a

~/64b* =8b*

el doble producto de las raices cuadradas debe ser igual al otro término:
2(6a)(8b?) = 96ab’

por lo tanto, el trinomio es un TCP.

3) 4k? +10km+9m?
Primero se comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:

\J4k? =2k
A/om? =3m

el doble producto de las raices cuadradas debe ser igual al otro término:
2(2k)(3m) =12km# 10km
por lo tanto el trinomio no es un TCP.

Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto se extrae la raiz cuadrada de los términos que son
cuadrados perfectos, se separan por el signo que tiene el término que no lo es y finalmente se eleva el
binomio al cuadrado.

Ejemplos.
Factorizar los siguientes TCP:

1) x> +14x+49
Se extraen las raices de los términos cuadrados perfectos:

Jx® =x

J49=7

se separan por el signo del otro término (+) y el binomio se eleva al cuadrado: (X+ 7)2
O x?+14x+49=(x+7)

2) a® —4ab+4b®

Extrayendo las raices de los términos cuadrados perfectos:

Ja?=a
/4% =2b

se separan por el signo del otro término (—) y el binomio se eleva al cuadrado: (a— 2b)2
0 a®-4ab+4b*=(a-2b)’

18
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3) 81p°® -180p3qg? +100q*

Se extraen las raices de los términos cuadrados perfectos:

./81p® =9p°
,/100y* =109°

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

se separan por el signo del otro término (—) y el binomio se eleva al cuadrado: (9 p3 —1Oq2)2

O 81p°-180p°q? +100y* = (9p° ~10q° )
4) 36a? +84ab+4%h? = (6a+ 7b)’
5) 9x? —30xy + 25y? = (3x —5y)’
6) 100w® ~100W*z° + 257 = (Low* ~52°
7) A 104, 1642 :(2e+4 sz
9 39 169 3 13
8) OWt™ +4n°r* —12n°r 2wt® = 4n°r* —12n°r 2wt® + 9wt = (2n3r2 —3\/\/t6)2

Operacién: Completar un trinomio cuadrado perfecto

Ejemplos.

Completar los siguientes TCP:

1) x>+ +9

Se extraen las raices de los términos cuadrados perfectos:

X =x

J9=3

se multiplican estos dos términos y se duplica el resultado: 2(X)(3) =6Xx

por lo tanto el TCP completo es: X +6X+9

2) 16¢°+ ___ +25d°

Las raices de los términos cuadrados perfectos son:

16 = 4c

~/25d% =5d

se multiplican estos dos términos y se duplica el resultado: 2(40)(5d) =40cd

por lo tanto el TCP completo es: 16¢c® + 40cd + 25d°
3) 1440 - +49p°
Extrayendo las raices de los términos cuadrados perfectos:

1440t =120°

Ja9p° =7p°

se multiplican estos dos términos y se duplica el resultado: 2(1202)(7,83) =168r°3°
por lo tanto el TCP completo es: 144a* —-168x° 3% + 493°

4) X*+16x+

Se extrae la raiz del término cuadrado perfecto: -/ x? =X
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. L . ., 16x
se divide el otro término entre la raiz obtenida: —— =16
X

este resultado se divide por dos 126 =8y, finalmente, se eleva al cuadrado: 8 = 64

por lo tanto el TCP completo es: X2 +16x + 64
5) 36a’ +48ab? +

La raiz del término cuadrado perfecto es: +/36a* = 6a
2

se divide el otro término entre la raiz obtenida: =8b?

6a
2

este resultado se divide por dos 82 =4b? y, finalmente, se eleva al cuadrado: (4b2)2 =16b*
por lo tanto el TCP completo es: 36a? +48ab? +16b*
6) 144g™ +312g°h”* +
Extrayendo la raiz del término cuadrado perfecto: -/144g™ =12g°
31 51,4
is =26n*
129

se divide el otro término entre la raiz obtenida:

4

este resultado se divide por dos =13h*y, finalmente, se eleva al cuadrado: (13h4)2 =16%°

por lo tanto el TCP completo es: 144g™° +312g°h* +169h°

V.2.5 FACTORIZACION DE UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS

Una diferencia de cuadrados es el resultado del producto de dos binomios conjugados:
a’-b? =(a+b)a-b)

Esto implica que para factorizar una diferencia de cuadrados, se extraen las raices cuadradas de los
términos y se forma un binomio. Finalmente se expresa el producto de este binomio por su conjugado.

Ejemplos.
Factorizar las siguientes expresiones:

1) x> -4
Se extraen las raices de los términos:

3 =x

Ja=2

se forma el binomio: (X+ 2) y se multiplica por su conjugado:
(x + 2)(x - 2)

porlo que: x> —4= (X+ 2)(X— 2)

2) 25a° -16b*

Las raices de los términos son:

/25a* =5a
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et =ap?

se forma el binomio: (5a+ 4b2) y se multiplica por su conjugado:
(5a+4b 52— 4b?)

asi que: 25a% ~16b* = (5a+4b? |5a - 40?)

3) 100k? — 64m? = (10k +8m)(10k — 8m)

4) 144n° -9r® = (12n° +3r*)12n° - 3r*)

5) 49t ~625p™2 = (7t° + 25p° 7t° - 25p°)

6) 400e™ £ ¢ - 2560'2n'® = (20’ f © +16g°h° 20" f * ~169°h°)

7 EaZ_EbZ: }a+gb }a_gb
4 121 2 11 N2 11

8) (3z-1) +w*(1-32) = (3z-1) ~w?(32-1) = w?(32-1)|(32-1)° -]
=(3z- 1)[(32 -1)+ W][(3Z -1)- W] =(3z-1)(3z-1+w)(3z-1-w)

n

V.2.6 FACTORIZACION DE UN TRINOMIO DE LA FORMA X" +bx2 +¢

n
Para factorizar un trinomio de la forma X" +bx? +c, donde X" es un cuadrado perfecto y N natural par,

se expresa como producto de dos binomios cuyo primer término para ambos sea la raiz cuadrada de X",
n

es decir, X?. Por su parte, los términos no comunes de este producto de binomios deben cumplir con la
doble condicién de que su suma sea igual al coeficiente b y su producto igual al coeficiente C.

En general:

Si el término C es positivo entonces los dos ndmeros buscados tienen el mismo signo. Si b es

positivo los nimeros son positivos. Si b es negativo los nimeros son negativos.
Si el término C es negativo entonces los nimeros buscados tienen signos contrarios y el signo del

ndmero mas grande es el mismo que el del coeficiente b.

Ejemplos.
Factorizar los siguientes trinomios:

1) X2 +7x+10

La raiz del primer término es: -/ x? =x
el término C es positivo y b también lo es, por lo que los dos nimeros buscados que sumados sean 7 y
multiplicados sea 10 son positivos. Estos nimeros son 5y 2.

Por o tanto: X* +7x+10= (X + 5)(X + 2)
2) x> -11x+24
La raiz del primer término es: -/ x? =X

el término C es positivo y b es negativo, por lo que los dos nimeros buscados que sumados sean —11
y multiplicados sea 24 son negativos. Estos nameros son —8 y —3.

Por lo tanto: X* —=11x+24= (X—8)(X—3)
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3) k*+3k*-28

La raiz del primer término es: \/F =k?

el término C es negativo y b es positivo, por lo que los dos nimeros buscados que sumados sean 3 y
multiplicados sea — 28 tienen signos contarios y el méas grande es positivo. Estos nimerosson 7y —4.
Por lo tanto: k* +3k? —28= (k2 +7)(k2 —4)

4) z2°-27°-15

La raiz del primer término es: \/? =7

el término C es negativo y b también lo es, por lo que los dos nimeros buscados que sumados sean —2 y
multiplicados sea —15 tienen signos contarios y el méas grande es negativo. Estos nimeros son =5y 3.

Por lo tanto: z° —27° -15= (23 —5)(23 +3)

5) WP +9w* +20= (w* +5)w* +4)

6) M'® ~13m° +36 = (m° -9)m® - 4)

7) X*+17x* —60= (x2 + 20)(x2 —3)

8) N> ~10n° - 75=(n° —15)n° +5)

9) 9x2 +6x-8=(3x)’ +2(3x)-8=(3x+4)(3x - 2)

10) 42° +8a° -5=(2a° +4(2a°)-5=2a° + 5)(2a° -1)

V.2.7 FACTORIZACION DE UN TRINOMIO DE LA FORMA ax’ +bx+c

Para factorizar un trinomio de la forma ax® +bx+c, se efectua el siguiente procedimientol:

«  Se multiplican todos los términos por el coeficiente a

+ Se expresa el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el
coeficiente @ por b

- Se factoriza aplicando el caso anterior

« Sedivide el resultado entre @ de forma tal que no quede ningln cociente.

Ejemplos.
Factorizar los siguientes trinomios:

1) 6X2 +7X+2
Multiplicando los términos del trinomio por 6: 6(6X2)+ 6(7X)+6(2)
expresando el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el

coeficiente 6 por el 7: (6x)* +7(6x)+12
aplicando el caso anterior de factorizacion se buscan dos nimeros que sumados sean 7 y multiplicados
sean 12 se tiene: (6X + 4)(6X+ 3)

se divide por 6 de forma que no queden cocientes: (6X * 425(6X * 3) = (6X2+ 4) (6X3+ 3) = (3X + 2)(2x +1)

por lo tanto: 6x +7Xx+2= (3X + 2)(2X +1)

n
! Generalmente a no es cuadrado perfecto y atin siéndolo no es de la forma X" +bx?2 +¢ porque b no es entero.
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2) 2x% +3x -2

Multiplicando los términos del trinomio por 2: 2(2X2)+ 2(3X)— 2(2)
expresando el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el
coeficiente 3 por el 2: (2x)* +3(2x) -4

aplicando el caso anterior de factorizacion se buscan dos nimeros que sumados sean 3 y multiplicados
sean —4 se tiene: (2X+4)(2X—1)

(2x + 4)(2x —1) _ (2x + 4) (2x —1)

> = (x + 2)(2x —1)

se divide por 2 de forma que no queden cocientes:

por lo tanto: 2X° +3X—2= (X+ 2)(2X-1)
3) 5k* —13k* -6
Multiplicando los términos del trinomio por 5: 5(5k4)—5(13k2)—5(6)
expresando el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el
coeficiente 5 por el 13: (5k2)2 —13(5k2)—30
aplicando el caso anterior de factorizacion se buscan dos nimeros que sumados sean —13 vy
multiplicados sean —30 se tiene: (5k2 —15)(5k2 + 2)
se divide por 5 de forma que no queden cocientes:
(5K -15)5k? +2) _ (5K* -15) (BK? +2) _ (k2 -3k +2)
5 5 1
por lo tanto: 5k* —=13k* -6 = (k2 —.?>)(5k2 + 2)

4) 49° -150° +9

)l 46)= ' -1 = o -1 -9
o 22l 3) ((f’ Yo -3
0 4q°-159° +9=(q° -3)(aq® -3)
5) 8x? —14x-15
8(8x?)-8(14x) - 8(L5) = (8x)? ~14(8x) -120= (8x - 20)(8x + 6)
(8x-20) (8x+6) ~(
O gxz ~14x-15=(2x-5)(4x +3)
6) 9a® +10a* +1
9(9a®)+9(10a*)+9(1) = (9a* f +10{9a*)+9= (90 +9)9a* +1)
(90'4 ! 9) (90'4 +1) = (a“ +1)(9a4 +1)

9 1
0 90°+100* +1=(a* +1)9a* +1)
7) 4y* +y-33
alay )+ 4ly)- 4(33) = (ay)* +1(ay)-132= (ay +12)(ay -11)

2x—5)(4x+3)
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(4y+12) (4y-11) _
1

2 =(y+3)(4y-11)

0 4y*+y-33=(y+3)(4y-13)
8) 77° +462° + 24
7(72°)+ 7(a62°)+ 7(24) = (72°F + 46(72°) +168= (72° + 42)72° + 4)

(72° +42) (72° +4) _

: . (° +6)72° +4)

0 77°+462° +24=(2° +6)72° +4)

V.2.8 FACTORIZACION DEL CUBO DE UN BINOMIO

Una cantidad es cubo perfecto cuando es el producto de tres factores iguales, es decir, es el cubo de otra cantidad.

Por ejemplo, 1252 es cubo perfecto, ya que es el cubo de 5K .

El cubo de un binomio es de la forma:

(a+b)’ = a® +3a% +3ab? +b°

y cumple con las siguientes caracteristicas:

Posee cuatro términos.

El primero como el dltimo término son cubos perfectos

El segundo término es el triple producto del cuadrado de la raiz cubica del primer término por la raiz
cubica del dltimo.

El tercer término es el triple producto de la raiz ctbica del primer término por el cuadrado de la raiz
cubica del dltimo.

Para verificar que la factorizaciéon de una expresion de cuatro términos es el cubo de un binomio se debe
proceder de la siguiente manera:

1. Se ordena el polinomio en forma descendente o ascendente respecto a una literal.

2. Se extrae la raiz cubica del primer y dltimo términos del polinomio.

3. Se observa si todos los signos son iguales o si se alternan.

4. Se triplica el cuadrado de la raiz cubica del primer término por la raiz cubica del dltimo y se compara
con el segundo término del polinomio dado.

5. Se triplica la raiz cubica del primer término por el cuadrado de la raiz cubica del dltimo y se compara
con el tercer término de la expresion.

6. Silas dos comparaciones hechas en los pasos previos son iguales, se trata del desarrollo del cubo
de un binomio y se factoriza asi: se forma un binomio con las raices cubicas del primer y Gltimo
término del polinomio, con los signos que se obtengan (si todos los signos son iguales) o por el signo
menos (si los signos se alternan). Finalmente, se eleva el binomio al cubo.

Ejemplos.

Factorizar los siguientes polinomios:

1) k¥ +3k*+3k+1

Se extraen las raices cubicas de los términos extremos:

3k =k
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=1

El triple producto del cuadrado de la raiz cubica del primer término por la raiz cdbica del dltimo es:
2 . o

3(|() (l) =3k?, que es igual al segundo término.

El triple producto de la raiz cubica del primer término por el cuadrado de la raiz cubica del dltimo es:

2 : A
3(|()(1) = 3K, que es igual al tercer término.
Dado que todos los signos son positivos, el binomio al cubo formado por las raices cibicas de los

extremos es: (k +l)3 ,asique: K®+3k?+3k+1= (k +l)3
2) 27-27x+9x* - x°

Se extraen las raices clbicas de los términos extremos:

3/27=3

El triple producto del cuadrado de la raiz cubica del primer término por la raiz cubica del dltimo es:
3(3)2 (— X) = —27X, que es igual al segundo término.

El triple producto de la raiz cubica del primer término por el cuadrado de la raiz cubica del dltimo es:

2 . P

3(3)(— X) =9x*, que es igual al tercer término.

Dado que los signos se alternan, el binomio al cubo formado por las raices cibicas de los extremos es:

3 3

(3— X) ,asi que: 27 =27x+9x* = x° = (3— X)

3) 3mn? + m® + n® +3m’n

Se ordena el polinomio con respecto a M

m® +3m°n+3mn® +n’

se extraen las raices cubicas de los términos extremos:

3/m? =m

3/n3 =n

El triple producto del cuadrado de la raiz cubica del primer término por la raiz cubica del dltimo es:
2 . o

3(m) (n) =3m?’n, que es igual al segundo término.

El triple producto de la raiz cubica del primer término por el cuadrado de la raiz cubica del dltimo es:

3(m)(n)2 =3mn?, que es igual al tercer término.
Dado que todos los signos son positivos, el binomio al cubo formado por las raices clbicas de los

extremos es: (m+ n)3, asi que: M® +3m’n+3mn? +n® = (m+ n)3
4) 89° - p° +6q°p* -129°p’
Se ordena el polinomio con respectoa (:
8q9 _12q6 p2 + 6q3 p4 _ p6
se extraen las raices cubicas de los términos extremos:
3 8q9 - 2q3
6 — 2
¥=p =-p
El triple producto del cuadrado de la raiz cubica del primer término por la raiz cubica del dltimo es:
2
3(2q3) (— pz) =-129°p?, que es igual al segundo término.
El triple producto de la raiz cubica del primer término por el cuadrado de la raiz cubica del dltimo es:

3(2q3)(— p? )2 =60°p*, que es igual al tercer término.
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Dado que los signos se alternan, el binomio al cubo formado por las raices cibicas de los extremos es:
(2q3 - pz)s, asi que: 89° —12¢9°p” +6¢°p* - p°® = (2q3 - pz)3

5) 125x° +1+ 75x? +15x =125x% + 75x* +15x +1= (5x +1)°

6) 8+6W — W —12w” =8-120° +6w* —w® = (2-w?)

7) 64x° —125y™ — 240°y* +300x°y® = 64x° — 240x°y* +300x°y® ~125y™ = (4x® —5y* |

g) 18a°h® +1+ +216a°h° +108a’b® = 216a%h° +108a'b° +18a%° +1= (Ba%’ +1)

V.2.9 FACTORIZACION DE LA SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES
Sea N un ndmero entero positivo.

- La suma de potencias iguales impares es siempre divisible por la suma de las bases. Esto es:
a" +b" es divisible por a+b. Por lo tanto: a" +b" = (a+ b)(a”_l -a"b+a"p? —~~~+b”'1)

- La suma de potencias iguales pares, no es divisible ni por la suma ni por la diferencia de las bases a
menos de que sea posible transformarla en una suma equivalente de potencias impares.

- La diferencia de potencias iguales, sean pares o impares, es siempre divisible por la diferencia de las bases.
Estoes: 8" —b" es divisible por a—b. Porlo tanto: " —b" = (a - b)(a"_l +a"?b+a" b+ + b"_l)

- La diferencia de potencias iguales pares, es siempre divisible por la suma de las bases. Esto es:
a" —b" es divisible por a+b. Por lo tanto: a" —b" = (a + b)(a”'1 -a"b+a"p* -+ b”'l)

Ejemplos.
Factorizar las siguientes sumas de potencias iguales:

1) a®+b?
Solucioén.
Las potencias son impares, entonces es divisible por a+b:

a’—ab+b’
a+ b> a’® +b®
-a’-ab
-a’b +b®
a’b+ab’
ab® +b°
—ab®*-b°

0

Por lo tanto: a° +b* = (a+ b)(a2 —ab+ bz)

2) k> +32
Solucion.
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k® +32=Kk® +2°, las potencias son impares, entonces es divisible por K + 2:

k*-2k®+4k* -8k +16

k+2> k® +32
-k>-2k*
-2k* +32
2k* + 4k
4k3 +32
- 4k® -8k?

-8k? +32

8k? +16k
16k +32
-16k-32
0

Por lo tanto: K> +32= (k + 2)(k4 - 2k® + 4k* -8k +16)

3) a’-b°
Solucién.
La expresion es divisible por a—b:

a’+ab+b’
a—b> a® -p®
-a’+a’
a’b -p®
- a’b + ab?
ab? - p?
—ab® +b°
0

Por lo tanto: a° —b* = (a- b)(a2 +ab+ b2)
4) x*+729

Solucién:
6 _ 6 4 76 . o .
X° +729= X" +3”, las potencias son pares, entonces no es divisible por X+3 nipor x-3.

3 3
Sin embargo, x® +729 equivale a (XZ) + (32) , expresion que es factorizable ya que:
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X% + 9> (x2 )3 +9°
- (e -obef
- 9(x2 ’ +9°
9(x2)2 +9° (xz)
9?(x2) +9°
—9? (XZ )_ 9?
0

Productos notables y fatorizacion

Por lo tanto: x® +729= (x? +9)x* —9x* +81)

5) x° =729
Solucién:

Las potencias son pares, entonces es divisible por X+ 3:

x° =3x* +9x® - 27x* +81x - 343

x+3> x°
-xt-3x°

-729

-3x°

3x° +9x*

-729

ox*
-ox* -27x3

-729

-27x3
27x3 +81x%

-729

81x*

-729

-81x* —343%

Por lo tanto: X® +729= (x+3)(x® —3x* +9x° - 27x° +81x - 343).

-34X-729
343X+729

0

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

2
La expresion, x® + 729 también se puede expresar como (X3) —(27)2, gue es una diferencia de

cuadrados, por lo tanto, su méxima factorizacién es: X° +729:(x3+27)(x3 —27) y se puede ver la

ventaja sobre el planteamiento anterior para obtener la maxima factorizacion.

) p'-q°

Solucién.

Las potencias son pares, entonces es divisible por p+Q:
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p®-p*q+pg’ -q°

p+q) p*
-p*-p’q
-p’q
p’q+ p°g’
p*q’
- p’g* - pg’
-pg®-q*
pg’ +q*

Productos notables y fatorizacion

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

Por lo tanto: p*-q*=(p+ q)(p3 - p’q+ pg’ —q3). Factorizando por agrupacién se obtiene su
méxima factorizacion: p‘ ~q* =(p+q)|p*(p-a)+a?(p-a)|=(p+a)(p-a)p* +a?)

Este mismo ejercicio pudo hacerse factorizando la diferencia de cuadrados: p* —q* = (p2 + qz)(p2 - q2) y
se puede ver la ventaja sobre el planteamiento anterior para obtener la maxima factorizacion.

7y X -128

Solucién.

x" =128=x" - 2", la expresion es divisible por X—2:

X% +2x° +4x* +8x® +16x% +32x + 64

x—2> X’
-x" +2x°

-128

2x°
-2x5 +4x°

-128

4x°
—-4x° +8x*

-128

8x*

-8x* +16x°

-128

-16x° +32%°

-128

-128

-32%% + 64X

64x-128
- 64x+128

0

Por lo tanto: X7 —=128= (x = 2)(x® +2x° +4x* +8x¢ +16x* +32x + 64)

29



Pdgina del Colegio de Matemdticas de la ENP-UNAM Productos notables y factorizacion Autor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

V.2.10 MiNIMO COMUN MULTIPLO DE POLINOMIOS

El minimo comdn miltiplo (MCM) de dos o mas expresiones algebraicas es la expresion algebraica de
menor coeficiente numérico y de menor grado que es divisible exactamente por cada una de las
expresiones dadas.

Ejemplos.

1) 10k eselMCM de 2K yde 5
2) 12ab® es el MCM de 3a y de 4b®
3) 60x°y*z* es el MCM de 3xyz*, de 5x°y?, de 4z yde 2x°y°Z°.

Para obtener el minimo comdn multiplo de monomios se encuentra el MCM de los coeficientes y a
continuacion se escriben las literales comunes y no comunes, dando a cada literal el mayor exponente
que tengan las expresiones dadas.

Ejemplos.
Obtener el minimo comun mdltiplo de los siguientes monomios:

1) 4a°b? y 6ab*
el MCM es: 12a°b*
2) 6x°y*z y 8xy*z°

el MCM es: 24x%y*z°

3) 5k%j’m® y 2kn°p

el MCM es: 10k® j°m®n°p

4) 8a°b?c’d y 12b°c’e?

el MCM es: 24a°b°c*de’

5) 6mn?, 5m°n’y 12m°n

el MCM es: 60m°n®

6) 3a°B, 36a°AB% y 245°A*

el MCM es: 72a°B%0°A*

7) 5pg°rs®, 4p®r®, 39°s’ y 8p'r's

el MCM es: 120p*g°r*s’

8) 24a%x®, 36a%y*, 12x°y° y 60a’y®
el MCM es: 36(9.3X3y6

Para encontrar el minimo comin mudltiplo de polinomios primero se factorizan los polinomios dados en
sus factores primos y después se multiplican (conservando el MCM en forma factorizada) los factores
primos, comunes y no comunes con Su mayor exponente.

Ejemplos.

Obtener el minimo comdn multiplo de los siguientes polinomios:
1) 5x+5 y 10x-10

Tomando como factor comun a 5 para la primera expresion:

5(x +1)
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Tomando como factor comin a 10 para la segunda expresion:

10(x-1)

U elMCMes: 10(x +1)(x —1)

2) (a—1)2 y a’-1

Factorizando cada una de las expresiones:
(a-1)° =(a-1)(a-1)
a?-1=(a+1)(a-1)

[l elMCM es: (a—1)2 (a+1)

3) X +2x%y y X*—4y?

Tomando como factor coman X? para la primera expresion:
X*(x+2y)

Factorizando la segunda expresion:
(x+2y)(x-2y)

0 elmcMes: x*(x+2y)(x-2y)

4y 4by® —8byz+4bz” y 6c°y - 6C°Z

Tomando como factor comin 4b para la primera expresion:
4ply? - 2yz+2%)

Factorizando el TCP:

4b(y - 2)°

Tomando como factor comun 6¢? para la segunda expresion:
6c?(y-2z)

[] el MCM es: 12302(y— Z)2

5) X° =4, X*—X—-6y x> +4x+4

Factorizando cada una de las expresiones:

X2 —4=(x+2)(x-2)

X2 - x-6=(x-3)(x+2)

X2 +4x+ 4= (x+2)

U elMcMes: (x+2)(x-2)(x-3)

6) k2+k—-2, k?-4k+3 y k?-3k-10

Factorizando todas las expresiones:

k2 +k-2=(k+2)(k-1)

k? -4k +3=(k-3)(k-1)

k? -3k -10=(k-5)(k +2)

U elmcMes: (k+2)(k-1)(k -3)(k -5)
7) 2 -25, 2 -125 y 2z+10

Factorizando las expresiones:

22 -25=(z+5)(z-5)
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2° —125=(z-5)(z? + 5z + 25)

2z+10=2(z+5)

U elMcM es: 2(z+5)(z—5)(z? +5z2+25)

8) ax” +5ax—14a, x> +14x* +49x y x*+7x®-18x
Factorizando todas las expresiones:

ax® +5ax -14a = a(x* +5x -14) = a(x + 7)(x - 2)

x® +14x> + 49x = x(x2 +14x + 49) = x(x+7)
x*+7x° -18x° = x° (x2 +7X —18) = x*(x +9)(x-2)
[0 elMCMes: ax® (X + 7)2 (X - 2)(X + 9)

2
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