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12. FACTORIZACION ALGEBRAICA DE POLINOMIOS

12.1 Expresiones algebraicas

1.1 Expresion algebraica.

En matematicas una expresidn algebraica es un conjunto de letras y nimeros, ligados
por los signos de adicién, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacién y radicacion.
Son expresiones algebraicas:

7Xy+4z
2a3-7c?

5x%y; —2a3b®; 3x% — 6xy + 2y?;
1.2 Clasificacion de las expresiones algebraicas.

Las expresiones algebraicas se clasifican en racionales e irracionales.

Expresion algebraica racional es aquella en que las letras estan sometidas Unicamente

a las operaciones de adicion, sustraccidn, multiplicacidn, division y potenciacion. Son expresio-
nes algebraicas racionales:

3x - 5y +%—y; 2x3 + 7xy? + 6y2; Y7x - 5y2

Expresion algebraica irracional es aquella en que las letras, ademas de estar sometidas
a las operaciones de adicién, sustraccidon, multiplicacidn, divisién y potenciacidn, se halla so-
metida también a la operacion de radicacidén. Puede decirse que es la expresion que tiene una
o varias letras bajo signo radical. Son expresiones algebraicas irracionales:

1
V7x +5y% Sx+7y+2Vx; x24+3x ——

N,

A su vez, las expresiones racionales, se clasifican en enteras y fraccionarias.

Expresion algebraica entera es aquella en que las letras estan sometidas Unicamente a
las operaciones de adicidn, sustraccion, multiplicacion y potenciacion. También podemos decir
que es la expresion en la que no figura ninguna letra en el denominador. Son expresiones al-
gebraicas enteras:

5x — 3y

x? —6x+1; x?+ 5xy + 3y?; 7

Expresion algebraica fraccionaria es aquella en que las letras, ademas de estar someti-
das a las operaciones de adicidn, sustraccién, multiplicacidon y potenciacién, también estan
sometidas a la operacidn de division. También podemos decir que es la expresidon que tiene
una o varias letras como denominador de fracciones. Son expresiones algebraicas fracciona-
rias:

r s 1
+_—_—_
S r rs

3 _ 2 _ 2
NIRVIR.S 22X’y + X 1 (r°=1(s +1):rS
y' Xty ris

La clasificacién de las expresiones algebraicas puede hacerse también respecto de una letra o
letras determinadas, diciéndose entonces que es racional o irracional, entera o fraccionaria
respecto de esa letra o letras. Por ejemplo:
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) X . .
X \/§/—3xy+— es irracional, pero considerada respecto a X es racional y entera.
y

1.3 Monomios.
Se llama expresidn monomia o simplemente monomio, a una expresion algebraica en

la que las letras y los nimeros que la forman estdn ligados Unicamente por la operacién de
multiplicar. Por ejemplo son monomios:

5y, —8Xyz Txy 2

1.4 Caracteristicas de un monomio.
Se consideran caracteristicas de un monomio:
Coeficiente es el nUmero que va delante de la letra. Por ejemplo:

7x3, el coeficiente es el nimero 7.
3x2?, 5y, z, los coeficientes son el 3,5y 1 para las letras x, y, z.

Signo del monomio es el de su coeficiente. Por ejemplo:

3x5y2; —r? - 553, los signos son positivo y negativo, respectivamente.

Grado del monomio es la suma de los exponentes de los factores literales que contie-
ne. Por ejemplo:

3x2y32 7t 2S00 el grado de estos monomio es 6, 4y 9, respectivamente.

Grado de un monomio en relacion con una letra es el exponente a que esta elevada
dicha letra. Por ejemplo:

El grado del monomio 11X2yDZ3 en relacién con X, es 2; en relacién con VY, es 1,y en
relacién con Z, es 3. El grado del monomio es 6.

Monomios semejantes son aquéllos que estan compuestos por los mismos factores
literales, afectados por los mismos exponentes. Por ejemplo, son monomios semejantes:

5x°z y -3¥ zson semejantes porque tienen un factor comun que es X°Z

Monomios opuestos son aquéllos que, siendo semejantes, tienen coeficientes iguales,
pero de distinto signo. Por ejemplo, son monomios opuestos:

5q3r255 y - 5(3]3 r’s’ son monomios opuestos.
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1.5 Polinomios.

Un polinomio es un monomio, o un multimonomio, en el que cada término es enteroy
racional con respecto a una letra. Podemos decir que un polinomio es la suma o resta algebrai-
ca de monomios. Por ejemplo, son polinomios:

x3+7xy+5y% 5x3—7y+5; (x—1)(x—3x+1)

Cada uno de los monomios que integra el polinomio, se llama término del polinomio.
Segun el nimero de monomios que contengan, se consideran:

Binomio, si contiene dos monomios.
Trinomio, si contiene tres monomios.

Cuatrinomio, si contiene cuatro monomios.
y, asi sucesivamente.
1.6 Caracteristicas de los polinomios.

Se consideran caracteristicas de un polinomio:

Grado de un polinomio es el correspondiente al término de mayor grado cuyo coefi-
ciente sea distinto de cero. Por ejemplo

2x°y+ 4xy?
El grado de 2x3y es 4, y el de 4xyz* es 6; luego el polinomio tiene grado 6.

Término _independiente. El término independiente de un polinomio es aquel que no
contiene parte literal. Por ejemplo

X*-5yZ+7
El término independiente es 7. El grado del término independiente es cero.

Polinomios opuestos son los que tienen los mismos términos, pero con coeficientes
opuestos. Por ejemplo

3X°y+7xy-5yy -3x°y-7xy+ 5y

Polinomios homogéneos son aquéllos que tienen todos sus términos de igual grado.
Por ejemplo

XZ2+3X%7Z-4X# %

Todos los monomios son de grado cuatro, luego es un polinomio homogéneo.
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1.7 Polinomios ordenados.

Un polinomio se dice ordenado respecto a una letra, cuando los monomios que lo
componen estan ordenados segun los exponentes de dicha letra. Por ejemplo, el siguiente po-
linomio estd ordenado respecto a la letra X.

2x° + 3 y+ 5 Y - Txy+ ¥

La ordenacién de un polinomio respecto de una letra puede hacerse en sentido cre-
ciente o decreciente.

Ordenacidn creciente. Un polinomio ordenado en sentido creciente es aquel en que los
exponentes de la letra considerada van aumentando. Por ejemplo, el siguiente polinomio esta
ordenado respecto a la letra Y.

X =2 y+4xy - ¥

Ordenacion decreciente. Un polinomio ordenado en sentido decreciente es aquel en
qgue los exponentes de la letra considerada van disminuyendo. Por ejemplo, el siguiente poli-
nomio estd ordenado respecto a la letra X.

XX =2X°y+4xy — Y
Un polinomio ordenado, respecto a una letra, puede ser completo o incompleto.

Ordenacion completa. Es un polinomio que contiene todos los exponentes de la letra
considerada, desde el mayor hasta el cero. Por ejemplo

A+ 53+ 2% — Tx+ 11

Ordenacidon incompleta. Es un polinomio que no contiene todos los exponentes de la
letra considerada, desde el mayor hasta el cero. Por ejemplo, son polinomios incompletos

XC+4x+1 3y -5+ y; TR ¥+ 1lxy+ 2y

12.2 Operaciones con polinomios

2.1 Suma de polinomios.

Para sumar monomios y polinomios, basta con poner unos a continuacién de otros y reducir a
términos semejantes. Por ejemplo:

Para sumar (3X> + 7x—1) con (5x+2- 2X)

Ordenamos el segundo polinomio:

(5x+ 2- 2X’) es equivalente a (—2X° + 5x+ 2)
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Agrupamos los monomios del mismo grado:

B +7x-1)+ C2¢+5x+2)=3C - 2C+ Tx+ X— ¥} -

Sumamos los monomios semejantes:

3 =2+ 7x+ 5x— I+ 2= X+ 12¢ .
Para sumar (6X* — X+ 3X — 2)+ (2+ 5¢ + 11x) operamos de la siguiente forma:

Ordenamos los polinomios:

(6X* — x+3X - 2)+ (2+ 5¢+ 1IxF (AX+ 6X— x 2y (5%+ 1 ©

Agrupamos monomios del mismo grado:

(B +6X°— x—2)+ (5X+ 11+ 2F A+ 68+ 5X— ¥ 1Ix 2

Sumamos los polinomios semejantes:

AC+6xX+ 58— x+11x 2 2= X+ 1¥+ 10
2.2 Resta de polinomios.

Para restar monomios y polinomios, basta con sumar al minuendo el sustraendo cambiado de
signo, esto es, sumar el opuesto del sustraendo. Por ejemplo:

Para restar (35x* +14x® - 5x— 3)- (5¢+ 22+ 8) basta cambiar de signo a los monomios
del segundo polinomio y sumarlo al primer polinomio, esto es

(35x* +14x° - 5x— 3 (5¢+ 22+ 8F (3% + 18- % 3 —( %- 22
y obtenemos
(35x* +14x° - 5x— 3¢ ¢ 5¢— 2 8F 3%+ 14- ¥- 2%
2.3 Producto de polinomios.

El producto de varios polinomios es otro polinomio, cuyo coeficiente es el producto de los co-
eficientes de los factores, y cuya parte literal consta de las letras de todos los factores, eleva-
das cada una de ellas a la suma de los exponentes con que figuren. Por ejemplo:

Para multiplicar (x> —1) por (2X* + 3Xx+ 7),operamos de la siguiente forma:
Multiplicamos (X*)(2X° +3x+ 7)= 2X + 3X'+ 7%

Multiplicamos (—1)(2x* + 3x+ 7)== 2¢ - X— 7
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Sumamos ambos polinomios:
(2xX°+3X+ 7+ (2X - 3x= 7= 2%+ 3¢+ TX-2 X-3 %7
Para multiplicar (2x* + 6X)(> — 5x+ 1), operando como en caso anterior, resulta
(2x* +6X)(X - 5x+ 1)= 2X - 4% — 28¢+ &

2.4 Division de polinomios.

Dividir dos expresiones algebraicas es hallar una tercera expresion tal que el valor numérico
sea igual al cociente de los valores numéricos de las expresiones dadas. La division es la opera-
cion inversa a la multiplicacion. Por ejemplo:

C+2x -19x+ € | 3x-1

3¢ - X2 x>+ X-6
3x% -19x
3% - x
-1&+ 6
-18&+ €
0

La comprobacién a esta divisidn es la siguiente:
(3x—1)(¢ + X— 6)= 3¢ + 2X — 19%+ ¢
El proceso seguido es muy simple:

3
Dividimos 31 = K =x

X
tamos de 3X° + 2X°, esto es (3X* + 2x%)— (3%’ — X*)= 3X. A este resto le afladimos —19x con

lo que resulta 3x* —19x.

' = x%. Multiplicamos esta cantidad por x*(3x—1)=3xX - X vy la res-

2 X2
Dividimos —=—=
3x X
mos de 3x° —19X, esto es (3x* —19x)— (3¢ — X)=— 18x A este resto le afiadimos +6 por lo
resulta —18x+ 6.

x*"'= x. Multiplicamos esta cantidad por x(3x-1)=3X — X y la resta-

_?1)8)( s, —6. Multiplicamos esta cantidad por —6(3x—1)=—18+ € que res-
X X

tamos de —18x+ 6y obtenemos como resto cero.

Dividimos

Veamos otro ejemplo:
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- 23¢+ TR - 6X— 2 x> +4x-12
-2 =8¢+ 24¢° - 6X 2x? — 31X+ 22F
-3¢ +101% - 6X
+3D3 +124¢ - 37X
+225x% — 434~ 2¢
—-225¢% — 90+ 270!
-1334x + 267¢

La comprobacion de esta divisidn es la siguiente:
(x> +4x-12)(2¢ -31x+ 225% (-1334+ 2676) 2 -28+ W -62 -
El proceso seguido difiere respecto al ejercicio anterior, como podran apreciar:

4
Dividimos 212 =2x"? = 2x*. Multiplicamos por (2x*)(x* + 4x-12)= 2¢X' + 8¢ -24X y suma-
X

mos a 2x* =23+ 77% con signo cambiado, (2x*—23C+ 77+ £2x* — 8¢+ 24x3) =
—-31x* + 101x* A este resto le afladimos —62x que resulta —31x° + 101x* — 62X

_ 3

Dividimos 3?( =-31¢?%=-31x.
X

Multiplicamos por (—31x)(X* + 4x—12)=—- 31 - 124¢+ 37X que sumamos a

-31¢ + 10x* — 62X con signo cambiado
(31 +101X° - 6X ) § 3%+ 124 - 3723 228- 43X A este resto le afladimos —24

que resulta +225x% — 434 — 24

La operacidn que sigue es bastante facil, obteniendo un resto de —1334x + 2676
A modo de repaso, ponemos otro ejemplo sin comentarios.

¢ +3¢ - —-1] x-2

2x* = 4x3 2x3 + 7x% + 13x+ 26

Xe-x -1
7x3 —14x2

13x* -1

13x* - 26x

26x -1

26x—52

51

Como resumen general, y antes de llevar a cabo cualquier operacion de divisién de polinomios,
deben tenerse en cuenta las siguientes operaciones:
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Ordenar el dividendo y el divisor en orden ascendente segln potencias de una letra
principal.

Completar el polinomio con ceros si falta alguna potencia de la letra principal.

Dividir el primer término del dividendo por el primero del divisor, con lo que resulta el
primer término del cociente.

Multiplicar el primer término del cociente por el divisor y el producto resultante sumar
al dividendo con signo cambiado, obteniéndose un nuevo dividendo. Esta operacién se
repetira hasta obtener un resto cero o menor que el dividendo.

El resultado de la operacion es:

Dividendo . Resto
——— = Cociente +———
Divisor Divisor

12.3 Métodos y Reglas de factorizacion

3.1 Regla de Ruffini.

Un polinomio en X de grado n puede ser definido como una expresién de la forma

Py=aX +3X'+axX’.+q

donde nUN, a,,a,8a,...,8 son coeficientes reales o pertenecientes al conjunto de los

numeros realesy X se denomina el coeficiente indeterminado.

Paolo Ruffini (1765-1822) fue un matematico italiano que establecié un método o regla para la
divisién de polinomios, cuando el divisor es un binomio de la forma X — a Antes de efectuar
operaciones deberemos tener en cuenta lo siguiente:

PwwnNnpeE

Si el polinomio no es completo, deben completarse con ceros los términos que falten.
Deben colocarse en una linea los coeficientes del dividendo.

Abajo y a la izquierda debe colocarse el opuesto del término independiente del divisor.
Debe trazarse una raya y bajar el primer coeficiente.

En la Regla de Ruffini los coeficientes se determinan:

1. El primer término del cociente es igual al primer término del dividendo.

2. El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene multiplicando el coefi-
ciente del término anterior por a y sumando el coeficiente del término de igual orden
que el dividendo.

3. Elresto de la divisidn se obtiene multiplicando por a el ultimo coeficiente del cociente
y sumando al resultado el ultimo coeficiente del dividendo.

Por ejemplo, dividir B, = X =7 +10 por x-3.

Completamos el polinomio:

P,=x'=-7x+10= X'+ 0xX - 7X+ Ox+ 1(

()

Procedemos a la divisién por x—3:

a,=1 a=1B+0=3a= 313 = 2,a= U8 8 63= [B+3 10
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En la practica se suele utilizar el siguiente esquema:

1 0 -7 0 10
3/, 3 9 6 18
|1 3 2 6 28

La division ha generado un polinomio cociente Q, = X2 +3x + 2x+ 6, que es un grado menor

al polinomio dividendo R,, = X' =7x +10, y un resto de R=28. Por tanto, el polinomio ini-

cial queda factorizado como

P, =(x=3)(X + 3% + 2x+ B)+ 28= X — 7% + 1(

3.2 Teorema del Resto.

En el Teorema del Resto, si un polinomio P(x) se divide por el binomio X— @, el resto que se

obtiene es R, que es valor numérico del polinomio. Por ejemplo, en el caso anterior, para
Py =X -7X+10= (-3)'- 7¢ 3f + 10= 2
Si calculamos el resto para

P

5 = X' =7X +10= (3)' - 7(3f + 16= 2

obtenemos el mismos resto, lo que denota que para R,, = X' —7x =18, 3y -3 son ceros del

polinomio.
3.3 Teorema del Factor.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior, es el teorema del factor o divisor. Un poli-
nomio R, tiene un factor Xx—a siy sélo si R, =0, es decir, R, =0. Cuando X=2a, se le

llama raiz o cero de F,,. Por ejemplo, demostrar que R, = 5x° — 5x* — 40x+ 60 admite como

raicesa +2y -3.
Para P, =5x’—5x" - 40x+ 60= 5(2)- 5(2)- 40(2 69
Para P_, =5x° —5x* - 40x+ 60= 5¢ 3)- 5{ 3)- 40{ 3} 69

Podemos comprobar mediante la Regla de Ruffini:

5 -5 -40 60
2|, 10 10 -60
|5 5 30 o0
5 -5 -40 60
3|, -15 60 -60
|5 20 20 o0
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En el primer caso tenemos
(x—2)(5%° + 5x— 30)= 5¢ — 5¢ - 40+ 6
y para el segundo
(x+3)(5% -20x+ 20 5¢ -5¢ -40«¢ 6
por lo que queda demostrado que +2 y -3 son raices del polinomio
3.4 Divisidn sintética.

Aplicar el Teorema del Resto significa dividir el polinomio P(X) entre X—a El método de divi-

sién sintética simplifica este trabajo para hallar cocientes y residuos, y valores y ceros de un
polinomio. Veamos algunos ejemplos:

Hallar el cociente y residuo al dividir X* — x®—6x+5 por 3x—1.

Si hacemos que 3x—1= 0, entonces X=1/3, luego

3 .10 6 5
13|, 1.0 0 =2
|3 00 6 3

de donde (3x-1)(x* -2)+ 3= 3¢ -X* -6x+ 5
Hallar los valores del polinomio x* — x* —=11x* + 9x+ 18 al dividir por Xx-1y X+ 2.
Si utilizamos la Regla de Ruffini, obtenemos:

X - Xs-l)](.le'l' 9x+ 18: (X-l)(XS _11X_2)+: )(4— )8— 11)84‘ O 14

X -X3-1X1j_(22+ IXHI8_ (x4 2)(¢ -3¢ - 5xr 19)[C20= X - ¥ - 108+ O 1

Los valores residuales de esta division son 16 y —20, lo que demuestra que ninguno de los di-
visores son ceros del polinomio principal.

Hallar los ceros del polinomio x* — x> =11x* + 9x+ 18.

El coeficiente independiente tiene como divisores £1,£2,+ 3+ 6 9t 1€ Sabemos que ni 1 ni
—2 son raices, por lo que probamos con sus contrarios.

P =X - X -11¥¢+9x+18= € 1f - € 1f- 1¢ J+ 9 B 18

Rz = X' =X -11X +9x+ 18= (2f - (2f- 11(2j+ 9(x 18

10
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Luego, -1y 2 son ceros del polinomio. Operando mediante divisidn

Xt -3¢ -11¢ + 9x+ 18:(X+1)(x3 -2X - 9x+ 18)
Xx+1

X2 —2x*—9x+18_

- (x=2)(% -9)

donde se demuestra también que 3 y -3 son ceros del polinomio. Efectivamente, si factoriza-
mos el polinomio, resulta

x* = X —11¢ + 9x+ 18= x(x((» 1)% 11} 9)18
X +1)(x+3)(x= 2)(x~ 3)

3.5 Regla de los Signos de Descartes.

René Descartes (1596-1650) fue un filésofo y matematico francés, fundador del racionalismo,
al sentar como principio de certeza el pensamiento, conocido en matematicas sobre todo por
la aplicacidn de los métodos algebraicos a la geometria, de donde nacio la geometria analitica.

La Regla de los Signos de Descartes determina que, si R,, es un polinomio ordenado, con co-

eficientes reales y término independiente distinto de cero

1. El ndmero de ceros reales positivos de P(X) es igual al niumero de variaciones de signo
en F,, 0esmenor que ese nimero por un entero par.
2. El'numero de ceros reales negativos R,, esigual al nimero de variaciones de signo en

P(—x) O es menor que ese numero por un entero par.

Decimos que hay una variacion de signo en R, si dos coeficientes consecutivos tienen signos
contrarios. Por ejemplo, en el caso de R,, = 2 —7X + 3X + 6x— 5 encontramos tres varia-

ciones localizadas entre 2x* y -7x', entre -7x* y 3X y entre +6x y -5. Estas variaciones
son reales y positivas. Para determinar las variaciones negativas, procedemos:

Py =2(-X°=7(-X)"+3C X+ 6 x)=-5=—-2X - 7xX+ 3X- 6x !

y encontramos dos variaciones, una entre -7x* y + 3X y otra entre +3x° y -6X.

En el caso de B, la ecuacion tiene tres soluciones reales positivas o (3—2)=1 una solucion
real positiva. En cuanto a R_,, tiene dos soluciones negativas o (2-2)= 0 ninguna solucion
negativa. Debido a que R, tiene grado 5 hay un total de cinco soluciones. Las soluciones que

no son numeros reales positivos o negativos son nimeros imaginarios. Veamos las soluciones
posibles resumidas:

SOLUCIONES Raices reales Raices
Probabilidad | Positivas | Negativas | Imaginarias | Total
1 3 2 0 5
2 3 0 2 5
3 1 2 2 5
4 1 0 4 5

11
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Si dividimos R, por X—1 obtenemos

(x-1)(2xX* -5 - 5% — 2x+ 4r[1= 20— T+ R+ 6

con un valor residual de —1, lo que significa que la ecuacién tendria una raiz entera si el coefi-
ciente independiente fuera de —4.

3.6 Transformacion de polinomios.
Transformar un polinomio es hallar otro polinomio cuyas raices tengan con el primero cierta
relacidn. Este método, que tiene bastante relacidn con el de La Regla de Signos de Descarter,

puede plantear las siguientes situaciones:

Multiplicando cada raiz por una constante: Para obtener un polinomio cuyas raices sea k ve-
ces las correspondientes a otro dado, se multiplica el segundo término de éste por kK, el terce-

ro por k?, el cuarto por k3, etc. teniendo en cuenta los términos de coeficientes nulos si los
hubiera. Por ejemplo, para el polinomio cuyas raices sean dobles de R, = X —6xX + 3x+ 10,

operando

Qu =X -6x7(2) +3x(2)+10(2 )= X -12¢+1 X+8 |
Efectivamente, el polinomio R, tiene como soluciones {—1,2,5} yel Q. {—2,4,1(} ‘
Cambiando de signo cada raiz: Para obtener un polinomio cuyas raices sean respectivamente

iguales y de signo contrario de las de otro dado, se cambia el signo de los términos de grado
par. Por ejemplo, para RB,, = x* =6 +3x+ 10, operando

P,y =X +6x+3x-10

que tiene como raices {1,—2,—5} .

Transformar ag > 1 en ay = 1: Para obtener un polinomio con @, =1 hacemos que xz% y se

elimina el coeficiente de &,. Por ejemplo, en B, = 2x* -7X + 5X - 7x+ 3, podemos eliminar

el coeficiente de 2x* transformando la variable del polinomio en x =% de la forma siguiente:

4 3 2

p,=2 | -72] +5 | -1 =Ly 7y +10y-28y)= o -7R+ D %-28 y 24
2 2 2 2) 8

Los divisores del coeficiente independiente son {£l, 2, +3,£4,+ 6+ 8t 12 + 24 de los que

1y 6 son ceros del polinomio K, y 3y ¥ 2 lo son del polinomio Fy- Las raices de ambos

polinomios son B, ={1,6,2i - 2} y Ry ={3,1/2,i ,—i} , como facilmente se pueden calcular

utilizando la Regla de Ruffini.
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Coeficientes fraccionarios: Dado un polinomio en el que uno o varios de los coeficientes son
fraccionarios, puede ser transformado en otro polinomio cuyos coeficientes sean todos ente-

ros sin mas que modificar la variable en x=% donde h es un entero indeterminado. Por

2
ejemplo: sea el polinomio P, = X -7]-—)(2-% +—{'4. Si hacemos que h=12, obtenemos

Py =Y’ -(1—9(12) y: (173 A2 y+ (—j (12 = ¥~ 7% - 66y+ 43

Las raices de estos polinomios son:
Ry ={3/412-73 ypara R, ={9;6;-§

Observar que las raices enteras son el producto de las fraccionarias por 12, esto es

i)t 43

3.7 Método Horner.

William George Horner (1786-1837) fue un matematico inglés, maestro a los 14 afios y director
de escuela e los 18. En el aiflo 1819 dio a conocer un método que a base de aproximaciones
sucesivas permite calcular las soluciones reales de cualquier ecuacion algebraica con coeficien-
tes reales. Este método es muy similar al descubierto por Ruffini y publicado en 1814.

Aungue métodos parecidos han sido utilizados por Isaac Newton (1642-1727) o Augustus De
Morgan (1806-1871) para buscar raices reales en ecuaciones algebraicas, el primero que utilizo
este sistema fue Zhu Shijie (1280-1323), un matematico chino que lo utiliza en su obra deno-
minada Tratado de Matemdticas en Nueve Secciones.

El Método Horner se utiliza principalmente en sistemas de programacién. Por ejemplo, vamos

a factorizar el polinomio B, =’ = +3x+ 2.

Separamos el coeficiente independiente 2 y sacamos factor comun al resto
x> = x> +3x= ¥ - x3)

Separamos la X multiplicadora y el coeficiente —3 y sacamos factor comun del resto
(x> =X) =(x-1)x

Unimos los apartados y obtenemos
Py =0 =X +3x+2)= X(x1)x 3)+ 2

Por ejemplo, para factorizar B, = X'+ 3xX-3¥-11x 6

Separamos el coeficiente independiente —6 y sacamos factor comun del resto

(x* +3x° - 3x - 11x)= x(X+ 3¥- 11

13
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Separamos la X multiplicadora y el coeficiente —11 y sacamos factor comun del resto
(X* +3x%)= x(¥ +3x-3)
Separamos X Y -3y sacamos factor comun del resto
(x> +3x) = X(x+ 3)
Finalmente unimos todos los apartados y obtenemos
P =(X'+3xX -3X -11x- 6)= x(X(X( ¥ 3> 3¢ 11r & (x 2)(¢ 3t I
Por ejemplo, vamos a calcular los ceros de P, = x°-9x" +22x° - 9% + x-30

Los divisores del coeficiente independiente son {#l,+2,+3,+5+ 6+ 10+ 15 30] Utilizando la

Regla de Ruffini, probamos con los nimeros 2, 3y 5

1 -9 22 9 1 -30
20, 2 -14 16 14 30
1 7 8 7 15 0 (x.2)(xX'-7X+8¢%+ 7x+ 15
3, 3 12 12 15
1 -4 4 5 0 (x.3)(x-4% -4x-5)
5/, 5 5 5
11 1 0 (x-B)(%+x+1)

El polinomio admite los ceros de los enteros 2, 3y 5 En cuanto a los ceros racionales, vienen

-1+/3

determinados por la solucién de x> + Xx+1=0, esto es X = >

La factorizacion de este polinomio es X(X(X( X-9) x+ 22) -9)+ 1) - 3C que de acuerdo con los
datos anteriores podemos escribir como

P

g =X -9X 422 -9 + X-30= (x-2)(X-3)(X-5) + * 1

Por ejemplo, encontrar un polinomio en y cuyas raices ceros, aumentadas en 5, sean iguales
a las del polinomio P,) =5x*-17x* -11x* + 65x - 42

La factorizacién de este polinomio es (X-3)(X-1)(x+ 2)(5x-7) que tiene como raices

%=1 X%=3%=-2x%=7"¢

Utilizando la Regla de Ruffini, obtenemos

14
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5 17 -1 65  -42
Sy 225 210  -995 4650

5 42 199 -930 4608
S -25 335 -2670

5 67 534 -3600
S -25 460

5 92 994
S -25
s a7

El polinomio generado es

P, =5Yy'-117y’ + 994y -3600+ 46C
cuyas raices son

X=6,%=8x%=3x=32"

y el detalle del incremento resulta

Raices iniciales | 1 | 3| -2 | 7/5
Incremento 5 5 5
Raices finales 68| 3]|32/5

w

Para factorizar este polinomio, sacamos factor comun a las 'y
y(Y(Y5y-117)+ 994)-3600) 46C
y agrupamos por factores semejantes

P, =5y*-117y’ + 994/ -360@+ 4608 Y- 3y~ 6} 8Y5 3

12.4 Factorizacidn polindmica

4.1 Descompaosicion factorial.

Descomponer factorialmente una expresion algebraica es hallar dos o mas expresiones alge-
braicas, cuyo producto sea la expresion inicial. Por lo general es dificil factorizar polinomios
con grado superior a 2, no obstante, antes de acometer la factorizacién de una expresion alge-

braica, debemos conocer dos artificios de calculo:

1. La operacidn de sacar factor comun.
2. Los productos notables.

Para el primer apartado ya hemos dedicado el apartado anterior, para el segundo dedicaremos
el siguiente.

4.2 Productos notables.

Se llaman productos notables a una serie de multiplicaciones, que se repiten con gran frecuen-
cia en el calculo algebraico. Son muchos pero, algunos de las mas importantes son:

15
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Producto de dos binomios de la forma: (ax b)(ct d) = act adt ba bdtal como

(a+b)(c+td=4qct g+ e )= ae¢ ad be b
Por ejemplo, para (5x + 7)(2x— 3) tenemos

(5x+ 7)(2x-3)= (X)() - (X)) (7)(X)-(7)(-3F 1&- x =

Producto de dos binomios de la forma: (x+a)(xx )= ¥+ X at B+ alb por ejemplo para

a=13 y b=15 se pueden establecer las siguientes combinaciones:

(x+3)(x+5)= ¥ + 8x+ 15
(x=3)(x+5)= X + 2x- 15
(x+3)(x-5)= ¥ - 2x- 15
(x-3)(x-5)= ¥ - 8x+ 15

Por ejemplo, para (ax+ b)(cxt d = ack+ & ad Bet B (si (3x+5)(2x+ 7) tenemos
(Bx+5)(2x+ 7)= (3)RQ)x* + x(3[¥V+ 5[R)+ 517= &° + 31x+ 3!

Diferencia de dos cuadrados: x> — y*=(X- Y)( X+ Y, por ejemplo

25x" — 49y" = (XY = (7yf = (5x = 7y)(5x+7Y)

Cubo de la suma y diferencia de dos nimeros: (x* a)® =(x+ &(xt J( xt 3 efectuando el

desarrollo, obtenemos:

Paralasuma: (x+a)’=xX+3Xa+3xd+ &
Paralaresta: (x—a)’= X -3Xa+3xd - &
Por ejemplo, para (x+ 2)3 tenemos
(x+2)° =x+3(¥[R)+ 3(xOZ + Z= X+ 6K+ 12¢
Por ejemplo, para (3X- 5)3 tenemos
(3x-5)* =(3x)® -3(X)Y (5B)+ 3(X)(5§ -8= 2%°- 13%+ 226 b

Diferencia de dos cubos: X* - y* =(x- Y( X + Xy+ ¥), por ejemplo

8x° - 27y* = (2x)° - (3y)’ = (2x= 3y) (2xF + (2x} By} (3yf]
=(2x-3y)(4% + &+ ¥ )

16
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Suma de dos cubos: X* + Yy =(x+ Y)(X — xy+ Y), por ejemplo

X° +64y° =X +(4y)’ = (x+ 4y)[ X~ X4 )+ (4y)]

Xt ¥ X x¢+16Y")

Cuartica de la suma y diferencia de dos nimeros: (x+a)* =(x+ &(xt §( x= & % h Efec-
tuando el desarrollo, puede ser representado como

(x+a)*=x'+4xar6Xa’+4xd+ d=(» ¥ X+ 3 fa+ 3 x&ra’)
o bien

(x+a)'=x'+4xXxa+t6Xa’+4xad+ d=(»% A * A 2 xa 3
Pero como

(x+a)(x+ g =(X+2xa+ 8)
resulta para (x+ a)*

(x+a)" =(x+ @*(x+a)*
Por ejemplo, para (3x+ 4)' = 8Ix" + 432C + 864°+ 768+ 25 tenemos

X' +4x’a+6xXa’+ 4xa+ d=(3x) *+ 4(3X9° (4 6(3x{(4) *+ 4 3% (4 4
=81x* + 432¢ + 864°+ 768+ 256

gue también lo podemos expresar como

(x+a)(x+ (X +2xar 8)=(3 ¥ 4P(Bx+4)*(3 ¥+ 234y 4
= 81 432X + 864X + 768+ 2 56

Pero
(Bx+4)(3x+ 4)= (XF+ 2(X)4y 4= K+ 24+ 1
por tanto

(3x+ 4) = (3x+ 4F (X+ 4f = 8K+ 43X+ 864+ 768 2

Diferencia de dos cuarticas: x* —a*=(x- &( X+ X a+ &). Por ejemplo, para X* —2401como
2401= 7 ,tenemos

x*-2401= (x -7)(0C+ X( 7@ x(7¥+ (7H= 7-7°

Este polinomio también admite como ceros al conjugado +7i.
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Quinta de la suma y diferencia de dos nimeros: (x+a)>=(x* @(xt §(x A x A % h
Efectuando el desarrollo, puede ser representado como

(x+a)°=x+5xXa+r10xXa’+ 10X 4+ 5x4+a’
o bien como

(x+a)° =(x+ a*(x+ °®=(X+2 xa &) *+3xa+3 a’+ 3
Por ejemplo, para (X—6)° = X° -30x" + 360X’ -2160¢+ 648 -777

(x=6)° = (x=6)" (x~ 6] = (x* -2(9(6)+ & )] (¥ -3(¢)(6} 3(x)(8)-6)
=x>- 3&*'+ 36@°- 2168+ 6486- 7776

Diferencia de dos quintas: X’ - &> =(x— &(X' + X a+ X &+ xa+ §.

Diferencia de dos sextas: xX° —a’®=(x- (X + X a X d+ X d+ x&+ 3.

4.3 Algunos ejemplos de descompaosicion factorial.

Por ejemplo, para el polinomio R, = X2 -6 +5x+ 12, los divisores del coeficiente indepen-

diente son {il,iZ,i 34+ 6% 1? de los que son ceros de dicho polinomio {-1, 3,1} . Com-

probamos esta circunstancia mediante la aplicacion de la Regla de Ruffini:

1 -6 5 12
10 -12
1 -7 12 0
3|, 3 -12
1 -4 0

La descomposicién del polinomio queda de la forma siguiente

Py = (x+1)(x-3)(x= 4)=x -6X + 5x+ 12

Por ejemplo, para el polinomio B, =2x*-23x"+ 77X -62x - 24 los divisores del coeficiente

independiente son {#1,#2,+3,+4+ 6+ 8t 12+ 24} Determinar las raices enteras.

Si r es una raiz del polinomio, r debe ser necesariamente divisor de a,).
Si r es una raiz entera del referido polinomio, se deben cumplir simultdneamente

Py =(r-Dla,, Ry=(+1la,
En nuestro caso como

P, =2X' -23% + T7¢ -62x - 24— 3ly P_, =2x* -23¢ + T7¢ -6 - 24 14

se debe cumplir que

P, =(r-1)|(-30), P_,, = ¢+ 1) 14(
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Como los valores de R, =-30y F_; =140 son distintos a cero, ni 1 ni -1 son raices del poli-

nomio.

Para que +2 sea raiz debe cumplirse que (2+1)| 140y que (2-1)| (-30).

En el primer caso no se cumple, ya que 3 no divide a 140; en el segundo caso si se cumple, ya
que la unidad divide a-30. Luego, +2 no es raiz del polinomio. Tampoco lo es -2 ni £3.

Para +4, cémo (4+1)14Cy (4-1)| (-30), resulta que 140/ 5= 2€y -30/3=-10 por lo que
+4 es raiz del polinomio.

Si +4 es raiz, también lo serd +6, ya que 4[6= 24= a, . Son las dos raices enteras, las otras
dos deben ser complejas. Comprobamos:

(Xx=4)(2X -15¢ + 17x+ 6F 2 -23%+ 7K -6X -2
(x=6)(2%° -3x-1)= 2¢X -15¢+ 17x+ ¢

esto nos lleva a la factorizacién del polinomio

P, =2X' -23¢ + T7¢ -62x - 24 (¢ 4)pc 6) (X - -

El polinomio 2x? —3x— 1 tiene como solucidn

o

4

dos raices reales conjugadas.

Por ejemplo, para el polinomio R, = x*-10x® -15x - 36 los divisores del coeficiente indepen-
diente son {#1,£2,+3,+4+ 6+ 9+ 12+ 1& 36]Determinar las raices enteras.

Aplicando el Método de Horner, operamos:

Quitamos el -36 y factorizamos (X" -10x” -15x)= x(X -10x -15)

Quitamos el -15 y factorizamos x(x* -10x)= X (¥ -10).

Unimos las partes y resulta X(X(X¥ —10)—15)— 36 lo que nos lleva a la factorizacién del poli-
nomio

P

2 = X' -10X -15x -36= (x— 4)(x+ )X + x+ 3

Como R, =-30y R_; =-60, ni 1 ni =1 son ceros del polinomio; de los restantes divisores

del coeficiente independiente, sélo pueden ser raices enteras +4 y —3, ya que

60/ (1+ 4)= -12y -30/(1-4¥ 1
-60/(1+ 3)= -15y -30/(1-3F 1

12.5 Ecuaciones polindmicas: Soluciones enteras y racionales.

5.1 Resolver la ecuacién x* —7x3+19x° - 27x+ 18 0

Los divisores del coeficiente independiente son {#l,+2,+3,+6,+ 9+ 18} y las sumas de %1 re-
sultan

19



Rafael Parra Machio FACTORIZACION ALGEBRAICA DE POLINOMIOS

foy =X =7 +10%2 - 27x+ 18= ¢

fy =x'=7X +19% - 27x+ 18- 7.

que constata que 1 no son raices de la ecuacién.

Para 4/(2-1)=4, 4 (3- 1 2y para 72/(2+1)= 24, 72 (3 1F 1 luego, 2y 3 son raices
de la ecuacidn.

Como
X(X(X=7)x+19)— 27+ 18 (X -3)(x -2)(X -2¢ 3

y la solucién de la ecuacion x* —-2x+3=0es x=1% \/Ei, la solucidn completa a la ecuacidn

planteadaes X, =2, x,=3, %= & J 2 Dos raices enteras y dos complejas conjugadas.

5.2 Resolver la ecuacién x°-5x*+6xX +10x° -23x-2E O

Los divisores del coeficiente independiente son {1, £3,+7,£21} y las sumas de %1 resultan

foy =X -5x* +6xX° +10X -23x -2k - 3.

fy =X°-5x* + 65 + 10% -23x - 2 (

Como una de las sumas es cero, —1 es raiz entera de la ecuacién. Otras raices pueden ser 3 y
—1. Mediante la Regla de Ruffini, comprobamos

1 5 6 10 -23 -21
1)1 1 6 -12 +2 21

1 6 12 -2 -21 0
10 A 7 -19 21

1 -7 19 -21 0
3 | 3 -12 21

1 -4 7 0

La ecuacién admite como raices enterasa 1, 1y -3

Para la ecuacién X? —4x+ 7= 0 obtenemos como solucién 2++/3 , dos raices complejas con-

jugadas luego, la solucién completa de la ecuacion es +1 doble, -3 y 2+/3 , conjugadas.

5.3 Resolver la ecuacién 12 + 8x* -1+ 3= 0

Empecemos por transformar la ecuacion quitando el coeficiente de la cubica, esto es, 12. Para
ello buscamos otra ecuacién en y tal que y/h, donde h=6. Procedemos:

Y o d YV _ad Yy dfvay a2
12&) +8(Ej —1{Ej+ 3=—8(y + 47 - 3y+ 5)

Esta ecuacion factoriza como
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Yy’ +4y*-39y+ 54= (y -2)(y -3)(y+ 9
como podemos comprobar utilizando la Regla de Ruffini

1 4 -39 54
I 2 12 -54
1 27 0 x%2+4+6x—27
3 ! 3 27
1
!
1

0 x+9
-9
0 X

Las raices que satisfacen a la ecuacién y® +4y®-39y+ 54= (son {2,3,—9} .

En cuanto a las raices de la ecuaciéon 12x* + 8x* -13x+ 3= 0 como h=6 y la relacién con y
es de x=y/6, los valores de x correspondientes a los valores de y son

1, 8.1 -9 @
3 % 6 2 % 6 2

oIN

Xl:

5.4 Resolver la ecuacion 2x* -7 +5x -7x+ 3= 0

Transformamos la ecuacion eliminando el coeficiente 2 de la cuartica. Buscamos una ecuacion
en y con h=2.

4 3 2
y y y y 1/,
2/l =| -7 =|+9=| -71=|+3F== - + 10/ - 28+ 2
(ZJ (zj 5@ 7@ 4~ 107 28 2
Esta ecuacion factoriza como
y* =7y’ +10y — 28y+ 24=(y-1)(y-6)( Y + 4)

como podemos comprobar utilizando la Regla de Ruffini

(y-D(Y’ -6y + 4y-24)= y -7y + 10y -28y 2
(Yy=-6)(y* +4)= Y -6y + 4y- 24

La ecuacién y*+4=0 tiene como soluciones +2i, dos raices complejas conjugadas, por lo
que la ecuacion y tiene como soluciones {1, 6, 12} .

En cuanto a las raices de la ecuacién 2x* -7xX+5x° -7x+ 3= 0 como h=2 y la relacién
con y esde x=Y/2, los valores de x correspondientes a los valores de y son

1 6 +4 .
X ==, X2=_:3 )(3:—2:i|
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5.5 Resolver la ecuacion 6x° -21x* + 15¢ + 87%¢ -12%+ 42 |

Primero vamos a eliminar el coeficiente 6 del grado de la quinta dando a h=6 y generando
otra ecuacién equivalente en .

6(%/]5—2][gj4+ 15{23’]1 8{32— 12é%j+ 42%@5— A+ ofi+ 3138- 27894 54k
Esta ecuacidn factoriza como
y*-21y* + 90y’ + 31327 -27864+ 54432 y -3Y -6} 12§ -2% 2
cuyo desarrollo es

y*-21y* + 90y* + 31327 -27864+ 54432
y-3

=(y-6)(y+12)(y -24y+ 252

y*-18y° + 36y° + 3240y -18144
y-6

= (y+12)(y* - 24y+ 252

y*-12y? -36y+ 3024 _
y+12

y? -24y+ 252

y?-24y+252= 0, y= 6(2+ B
y las raices de la ecuacién y®-21y* + 90y* + 31327 -27864+ 54432 son

{36 -12, 6(2 B}

Si tenemos en cuenta que h=6, y la relaciéon con y es de x=y/6, los valores de x co-
rrespondientes a los valores de y son

—_€152:_2,X4 6(&\/_8 (23

olw

= :1' :_6:1 =
X 5 T TR

como puede comprobarse aplicando cualquiera de los métodos utilizados anteriormente.

5.6 Referente a la ecuacion anterior, encontrar otra ecuacion equivalente, cuyas
raices queden disminuidas en 4.

Para obtener una ecuacion cuyas raices sean las de otra dada, f(x) =0, menos un numero h,
se divide f,, =0, por (x—h), y el resto es el coeficiente del dltimo término de la ecuacién

buscada. Dividiendo el cociente obtenido por (Xx—h), el resto es el pendltimo término de la
ecuacion, etc. Utilizando el Método de Horner, obtenemos:
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-21 15 87 -129 42
-24 180 -780 2772 -10572
-45 195 -693 2643 -10530
-24 276 -1884 10308
-69 471 -2577 12951

6
4|
6
!
6
4|y 24 372 -3372
6
!
6
!
6

-4

93 843 -5949
24 468

117 1311
-24

-141

-4

La ecuacién generada es

62° -1417' + 131177 -594% + 12951 -10530

La factorizacidon de esta ecuacidn es
3(2—5)(2—2)(22—9)(2 -12# 39

de donde deducimos que las raices de la ecuacion son
{2, 5, % A 3}

Puede comprobarse facilmente que este resultado estd incrementado en 4 unidades respecto
a

{—2, 1, % (&fs}

12.6 Ecuaciones polindmicas: Soluciones modulares.

6.1 Resolver la ecuacién x* -10x* + 31x— 28 0mdd.31)
El polinomio P,y =X’ =10x* + 31x— 2€ tiene como factorizacion
P,y =X =10 + 31x- 28= (x- 4)(X - 6%+ 7

por lo que tiene como raiz entera al 4.
El polinomio Q, = 2 —6 X+ 7 tiene como raiz 3++/2, real y conjugada. Por tanto, la ecua-

cion tiene como soluciones X, =4, X, = 3% J2.

Para la ecuacién modular x* —10x* + 31x— 28= 0(dd.31) dado que el médulo es coeficiente
de X, podemos simplificarla de la forma siguiente:

X2 —10%° + 31x— 28= ¥+ 21¢+

y la solucién resulta
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x* —10x% + 31x— 28= ¥+ 2IX¥+ F4,11,26 (MAdd.31

6.2 Resolver la ecuacion x* -7x° +19x* - 27x+ 18= 0,conZ,,

La factorizacion del polinomio P, = x* =7 +19X — 27x+ 1€resulta
P, =X =7X+19% - 27x+ 18 (x= 2)(c 3)E- 2¢ 3

con dos raices enteras, 2y 3. El resto de raices vendran determinadas por la solucién de la

ecuaciéon X° —2x+ 3= 0, esto es, 1i\/§ , dos raices complejas conjugadas.
Para la ecuacién modular, teniendo en cuenta que los dos anillos a utilizar son coeficientes de
x>y X?, la solucién pasa por simplificar la ecuacién para cada caso. Veamos.
Para x* —7x* +19x° — 27x+ 18 0M6d.7)
X' =7 +19%X - 27x+ 18 X'+ B+ 3 «
que tiene como solucién paramétrica x, =2+ 7t, X, = 3+ &
Para x* —7x3 +19x° — 27x+ 18 0Mm6d.19)
X =7x+19X — 27x+ 18 X'+ 128+ 1 1
que tiene como solucién paramétrica x, =2+1%,x, = 3+ 19 ,x,= # 19 x,= 14 It
Teniendo en cuenta que el producto de los dos mdédulos es 7[19= 133
Para x* —7x* +19x° - 27x+ 18 0M6d.133)
X' =7 +19% - 27x+ 18 X'+ 126¢+ 1%+ 106 1
que tiene como solucién modular

x* +126x° + 19¢ + 106+ 1& 2,3,45,52,59,79,121,188(d ..

6.3 Resolver la ecuacion x° -9x" + 37X~ 53¢ — 24x+ 76= 0,COMNZ,,,

Este polinomio factoriza como (x—2)? (x+1)(xX — 6x+ 19). por lo que asegura tres raices ente-
ras, una doble. El polinomio (x*—6x+19) genera las otras dos raices racionales 3++/10,

complejas conjugadas luego, la soluciéon de la ecuacién es 2,2,-1,3t J10

Para la ecuacidon modular, teniendo en cuenta los mddulos que son coeficientes de X, tene-
mos:
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Para X° —9x* + 37X - 53¢ - 24x+ 76 0(M06d.37
X>=9x*+ 37X - 53¢ — 24x+ 76 X+ 28+ 2K+ 13
con soluciones X=2,11,32,36(M0d .37
Para X° —9x* + 37X - 53¢ - 24x+ 76 0(MAd.53)
X>=9x*+ 37X’ - 53¢ — 24x+ 76 X+ 44+ 3R+ 2%
con soluciones X =2,22,37,52néd .53
Si tenemos en cuenta que 37[b3= 1961 obtenemos
Para X> —9x* +37x* - 53¢ - 24x+ 76 0(Mmod.1961
X°—9x' + 37X - 53¢ - 24x+ 76 X+ 195X+ 3%+ 1908+ 193%

con soluciones

x=2,143,196,446,476,529,779,850,1112,12927,1380,1627,1771,1824,1960(d .1¢

6.4 Resolver la ecuacion x°-17x" +103¢ - 266¢+ 276&- 72 O0gcorZ,,,

La factorizacién del polinomio es
X°—17x'+103¢ - 266¢+ 276&— 72 ¥ 6) ¢ 2f- X

luego, 2 y 6 son raices enteras, que probamos mediante Regla de Ruffini.

1 -17 103 -266 276 -72
2| 2 30 146 -240 72

1 -15 73 -120 36 0
6| | 6 -54 114 -36

1 -9 19 -6 0
6| | 6 -18 6

1 -3 1 0

La ultima ecuacién, X* —3x+1= 0, es coincidente con la detectada por la factorizacion, por lo

que las raices racionales resultan ser , dos raices reales conjugadas.

El mdédulo 17 es coeficiente de X, no asi el 31, que no es factor de ninguno de los coeficientes.
Simplificando, obtenemos:

Para X° —17x*+103¢ - 266¢+ 276&- 72 Ofod .17

XC=17x*+103C - 266¢+ 276&- 72 X+ X+ 60+ &
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con soluciones X =2,6(mdd.17)
Para x> -17x" +103¢C - 266¢+ 276&- 72 0fod .31

XC=17x*+103¢ - 266¢+ 276 72 X+ 14+ 168+ 18+ 28

con soluciones x=2,6,14,20(od .31
Dejamos en sus manos la soluciéon con médulo 17[8B1= 527

6.5 Resolver la ecuacién x’' —14x-2=0, cONZi,, .

La ecuacién propuesta no tiene raices enteras. En cuanto a las raices racionales, mediante el
programa Maxima, resultan

R Rl S e
* s [mv] Al {ml]

3
3 k2

La factorizacién del médulo es 1323= 3 07 Planteamos la solucién de la siguiente forma:
Para X’ —14x-2=0(mdbd3):

X' —14x-2= X + x+1
con solucién x=1(mdbd.3).

De acuerdo con la funcién Indicatriz de Euler, si m>1 y mcd(g m=1, entonces

3) —

a’™ =1(méd ). En nuestro caso, a’® = a’ =1(mo6d3) para valores de a=1,2. Esto nos lleva

que los valores de la ecuacién son x=4(méd3) y x=22(méd3’).
Para X’ —14x-2=0(mabd7):
x'-14x-2= X +5
con solucién x=2(méd7).
De acuerdo con la funcién Indicatriz de Euler, a’” =a°®=1(mo6d7) para valores de

a=1,2,3,4,5,6 Si tenemos en cuenta que para 7° la solucién de x’ =14x—2= X + 35x+ 47
resulta

X=2,9,16,23,30,37,44n6d7%).
Utilizando el Teorema Chino de restos podemos dar solucién a la ecuacién

X’ —14x -2=0(mdd.1323)
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gue podemos escribir como
x" +1309x+ 132E 0Ofndd .132:
y que son
x=184,373,562,751,940,1129,13h&d .13

6.6 Resolver la ecuacion

x®—12x" +50x° - 39¢ - 375¢+ 149%- 2568+ 2228 792 @;OI’Z[SZJQ}

La factorizacién del polinomio es (x — 3)%(x — 2)3(x3 — 7x + 11) que nos revela las raices
enteras de esta ecuacién. Veamos:

x2-12x" +50x° -39% -375¢+ 1493 -256€+ 2220 -792
X-2
=x"-10x°+ 30x° + 2IX' -333¢+ 82K -9l 3¢

x'-10x° + 30X + 2Ix* -333¢+ 82% -912+ 396
X-2
=x°-8xX° +14x* + 49¢ -235¢+ 35% -98

x?-8x° +14x" + 49X -235¢+ 35% -1®
X-2

X° —6X" +2x + 53X — 129x+ 9¢

X -6X" + 22X + 53¢ -129x+ 99

x* -3 -7x*+ 32x-33
X-3

Xt =3 = 7% + 32x- 33:
X-3

X2 =7x+11

La solucién a la ecuacién x> —7x+11= Oes

1
3
J1895 11 7
Y +—%
1895 11
K
23

23
3

1

{44 ; T
2 {Fw%_n} (fsl] X_[m—sgs_l}[m_ T2
- ! 2 T 2|l 2 2 B
3{\/1895_ 11} 23 3{\/1895_ 11}
52 52

2 2
23 23

VBi 1}

3
23
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En cuanto a la solucién modular, obtenemos:

Para xX® -12x" +50x° - 39¢ — 375¢+ 149%- 2568+ 2226 792 O(Gd que es equi-
valente a X* +3x’ + X+ 3X’+ 4X+ 3= 0(m6d5 tiene como soluciones

x=1,2,3(mbéd5)

Para X2 —12x" +50x° - 39¢ — 375¢+ 149%- 2568+ 2228 792 O0Gd que es equi-
valentea X° +2x’ + X+ 3X+ 3X'+ 2X+ 3X¥+ % 6= 0(mAd7 tiene como soluciones

X=2,3(mod7)

Mediante la aplicacion del Teorema Chino de Restos, las soluciones para los dos cuadrados son
x=2,3,7,8,12,13,17,18,21,22,23¢d *.!
x=2,3,9,10,16,17,23,24,30,31,37,38,44M6¢ 7°)

6.7 Demostrar la no solucién de la ecuacion x° -5x* +8= 0(mdd.5681

Sea 5681= 1311912!

Para X* —5x° + 8= 0(mAd.13) la solucién es x=6,7(mdd 13).

Para X’ —5x° + 8= 0(mAd.19) la solucién es x=9,10(mdd 19).

Para X* —5x° + 8= 0(mdd.23) no existe solucién.

Esta ecuacidn es equivalente a
x® +18x° + 8=0(mdd.23) - ¥ +18¥ = 15(MA6d.2B

y 15 no es resto cuadratico respecto a 23, por tanto, no hay solucién para el médulo 5681.

6.8 Resolver la ecuacién x™° -3x°+11x* - 38x+ 15 0Mod.7

Esta ecuacién es equivalente a X +4x° + 4x* + 4x+ 1= 0(m0d.7) que tiene como soluciones
X =1+7t, %,=3+ 7, x=5 1

tres raices paramétricas a pesar de que la ecuacién es de décimo grado. La razon, es que el
madulo es inferior al grado de la ecuacion. De hecho, y de acuerdo con la funcién Indicatriz de
Euler, para ¢(7)=7- 1= 6, que hace que los coeficientes mayores a 6 se reduzcan a

X' +4x° + 4X + 4x+ 1= 0(MA6d.7)

una ecuacién de cuarto grado que genera las mismas soluciones.
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Esta ecuacidn también puede ser resuelta mediante la Regla de Ruffini.

1 4 4 4 1
1| 1 5 9 13

1 5 9 13 14
3| 3 24 99

1 8 33 112
51 5 65

1 13 98

Observaran que el conjunto de cancelaciones {14,112,9? son todos multiplos de 7, el médu-

lo, y las ecuaciones generadas son
x> +5x° + 9x+13= 0(MOd.7) con x=1,2,3(méd7)
x* +8x+33= 0(Mdd.7) con x=1,5(mdd7)
X+13= 0(Mdd.7) con x=1(mod7)
6.9 Resolver la ecuacion x’ +3x° + 4+ 19X + 33¢+ 14X+ 76¢ 128 0MoOd .592

El polinomio factoriza como (2+X)*(3-2x+ X )(5-x+ ¥ ), por lo que las soluciones de la
ecuacion son

_1+./19i
2

X=-2, x=]i\/_2i, X=

El médulo factoriza como 5929= 7 1%

Para X' +3x°+4xX°+19xX'+ 33¢+ 14X+ 76¢ 128 0Mod .7
Es equivalente a X" +3x° + 4X° + 5X' + 5X+ 6x+ 1= 0(MAd.7 y tiene como soluciones

x=2,5,6(M6d.7)

Para X' +3x°+4xX°+19X' + 33¢+ 14¢+ 76« 126 0O(MOd .11
Es equivalente a X +3x° + 4x°+ 8X'+ 3X+ 10x+ 1C= 0(mdd.11y tiene como soluciones

X=3,4,9mo6d11)

Para X' +3x°+4xX°+19X'+ 33¢+ 14¢+ 76¢ 126 0OMOd 7
Es equivalente a X' +3x° + 4+ 19X+ 33¢+ 14¢+ 27« 22 0MOd.7 y tiene como solu-
ciones

x=5,12,16,19, 26,33,34,40,476d >.7
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Para X' +3x°+4xX+19x'+ 33¢+ 14¢+ 76¢ 126 OMod .11

Es equivalente a X +3x°+4xX+19x' + 33¢+ 14¢+ 76« 128 0Mod .11 y tiene como
soluciones

x=9,20,25,31,42,53,64,75,86,97,103,108(M6d 11*)
Dejamos como practicas desarrollar la ecuacién

X +3x°+ 4 +19x + 33¢+ 1443+ 76¢ 128 Ofnod .592
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APOYO INTERNET

http://www.youtube.com/watch?v=thtodf4hcvE (Videos sobre factorizacion de Polinomios)
http://es.wikipedia.org/wiki/Factorizaci%C3%B3n (Factorizacion de Polinomios)
http://es.wikipedia.org/wiki/Operaciones_con_polinomios (Operaciones con polinomios)
http://www.ditutor.com/index.html (Ayuda sobre Matematicas)
http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi?lang=es&+session=LR02239D88.1 (Calculadora en linea)
http://www.vadenumeros.es/cuarto/factorizacion-de-polinomios.htm (Regla de Ruffini)
http://www.wolframalpha.com/examples/ (Programa de matematicas en linea. Realiza todo tipo de
operaciones)

http://mathworld.wolfram.com/ (Todo el saber sobre Matematicas (en inglés))
http://maxima.programas-gratis.net/ (Programa de Matematicas gratis, que puedes descargar e instalar)
https://forja.rediris.es/docman/view.php/209/356/guia_wxmaxima.pdf (Manual de Maxima en PDF)
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