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Prologo

En nuestra labor docente encontramos con frecuencia estudiantes con dificultades para
desempenarse exitosamente en sus estudios en la universidad. Creemos esto se debe en
parte a deficiencias en el manejo conceptual y la capacidad operativa en diversos temas
de la matemética, los cuales a pesar de estar incluidos en los programas académicos de
la educacion béasica y media ain no se han logrado desarrollar en forma adecuada. A
pesar de los esfuerzos institucionales, se evidencian grandes diferencias en la formacion
matematica de los estudiantes al llegar a la universidad.

Desde nuestra experiencia como profesores pensamos que hay dos aspectos centrales que
pueden contribuir a desarrollar la formacién matemética de los estudiantes en el nivel
medio: de un lado la presentacion de los temas en cursos disenados coherentemente,
con la utilizacion de un lenguaje matematico preciso, aunque sencillo y del otro, el de-
sarrollo de actividades que familiaricen a los estudiantes con la practica habitual de las
matematicas. A partir de estas premisas nos hemos comprometido en la escritura de estas
lecciones de Trigonometria. Esperamos que este curso contribuya a que los estudiantes
desarrollen habitos de razonamiento l6gico y sistematico, al mismo tiempo que fortalezca
una metodologia de estudio que les facilite el aprendizaje auténomo.

Este trabajo esta dividido en 11 lecciones y 6 talleres. En cada una de las lecciones de ellas
se presentan los conceptos y ejemplos que facilitan la exposicion en clase. Ademés para
contribuir a la comprension de los temas tratados, hemos disenado numerosos ejercicios
en los talleres, los cuales implican la aplicaciéon del material incluido en las lecciones.
Estamos seguras de que el compromiso activo es la forma mas efectiva para apropiarse de
los conceptos presentados.

El material se ha organizado de tal forma que se compagine con el propdsito central del
curso. Partimos del desarrollo de la trigonometria en los triangulos rectangulos, estu-
diando las relaciones trigonométricas y algunas de sus aplicaciones; esto tiene la ventaja
de que se apela directamente a la experiencia de los estudiantes en su curso de geometria.
Luego estudiamos las funciones trigonométricas definidas sobre &dngulos orientados en
posicién canodnica, para finalmente presentar las funciones trigonométricas en el ambito
de las funciones cuyo dominio son subconjuntos de nimeros reales. Esto les permite a los
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estudiantes desarrollar temas que van desde los que les son familiares, como los triangulos
rectangulos, para terminar al final del curso discutiendo sobre el dominio y rango de las
funciones trigonométricas, analisis de sus graficas y solucién de ecuaciones trigonométri-
cas.

Esperamos que estas lecciones, escritas en el marco del Plan de mejoramiento de la en-
senianza y apropiacion de las Matemdticas en los colegios de Antioquia sean de utilidad
para los docentes y estudiantes y que contribuyan a los propositos de este plan.

Las autoras

Vil






Lecciéon 1

Angulos

En esta lecciéon presentaremos muy brevemente los conceptos basicos de la geometria
necesarios para la mejor comprension del curso. También iniciaremos el estudio de la
trigonometria a partir del teorema de Pitdgoras y definiremos las relaciones trigonométri-
cas de los angulos agudos de un tridangulo rectangulo y sus relaciones reciprocas.

Angulo es la abertura formada por dos rayos (o semirrectas) que tienen un origen comun,
llamado vértice del angulo . Cada uno de los rayos R; y Ry se denomina lado del
dangulo. Se utilizan varias notaciones para los dngulos. Las méas comunes son:

e LAOB, en términos de las semirrectas OA y OB. También puede utilizarse ZBOA.

e Con frecuencia se utiliza una tnica letra, la cual puede ser una letra mintscula a,
b, ¢, ... o también una letra griega como « (alfa), 8 (beta), v (gamma), § (delta),
¢ (fi),..., para representar el 4ngulo y para representar su medida.

e También se utilizara el vértice O para denotar el angulo.

Dos rayos R; y R que tienen un origen comin O dan lugar a dos angulos («a y /)
como se puede ver en la figura 1.1. El angulo queda plenamente identificado a partir de
condiciones adicionales.

Ro

Ve @ Ry

B(\O l A

B Angulos o y 3

Figura 1.1

Medida de dngulos

Medir un angulo es compararlo con otro que se toma como unidad. Utilizaremos dos
unidades de medida: el grado sexagesimal y el radidn.



Sistema sexagesimal

Consideramos una circunferencia de centro O dividida en 360 partes iguales. Si unimos
cada una de estas 360 divisiones con el centro O, se forman 360 angulos. Un angulo mide
un grado, escrito 1°, si tiene su vértice en el centro O y sus lados cortan dos divisiones
sucesivas de la circunferencia. De acuerdo con esta definicion el dngulo que corresponde
a una rotaciéon completa alrededor del vértice O mide 360°.

Para medir angulos se utiliza el transportador. En el transportador, que se presenta en
la figura 1.2 se aprecian las 180 divisiones de una semicircunferencia. el angulo a que
forman los rayos Ry y Ry es un angulo de 55°.

Ro

VAN

Ry

Figura 1.2

Sistema circular

En este sistema para medir angulos, se utiliza como unidad de medida el radian, denotado
1 rad. Consideremos una circunferencia con centro en el punto O y radio r. Un radian
es un angulo con vértice en O y cuyos lados son dos radios de la circunferencia que
determinan un arco cuya longitud es igual al radio r de la circunferencia.

r /Arco
0 lrad | T

r
Figura 1.3

Como la longitud de una circunferencia es igual a 27r, el angulo de 360° vale 27 radianes,
es decir aproximadamente 6.28 radianes. De esta relaciéon son inmediatas las siguientes
expresiones:

360°  180°

lrad = ~ 57.32°,
2m T
. 2m T
= % TCLd = m rad.



Ejemplo 1.1

1. El angulo o mide 30°. Encuentre su medida en radianes.

o_ag. ™ g T
30° = 30 180md 6md.

Entonces el angulo  mide grad.

2. El &ngulo a mide 7 radianes. Encuentre su medida en grados y represente geométri-
camente al dngulo a.

7rradz7r~$:180°, R, a R,
el angulo a mide 180°.

Figura 1.4

Clasificacién de los angulos segiin su medida

e Angulo nulo. Es el angulo que mide 0°.
e Angulo agudo. Es el angulo que mide mas de 0° y menos de 90°.
e Angulo recto. Es el angulo que mide exactamente 90°.

e Angulo obtuso. Es el angulo que mide més de 90° y menos de 180°.

Angulo llano. Es el angulo que mide 180°.

A S N

Angulo Nulo  Angulo agudo Angulo recto Angulo obtuso  Angulo llano

Figura 1.5

Relaciones entre angulos

e Angulos congruentes: decimos que dos angulos son congruentes si tienen la
misma medida. Si los angulos o y 8 son congruentes escribimos o = 3.

e Angulos complementarios: dos angulos son complementarios si la suma de
sus medidas es 90°.

e Angulos suplementarios: dos angulos son suplementarios si la suma de sus
medidas es 180°.



Si dos angulos a y 8 son complementarios, decimos que « es el &ngulo complementario
de 5. Similarmente si dos d&ngulos o y 3 son suplementarios decimos que « es el angulo
suplementario de .

Ejemplo 1.2

Los édngulos a y b que aparecen en la figura 1.6 son congruentes; los angulos ¢ y d son
complementarios y los angulos e y f son suplementarios.

b
%\ % 450
o d (&
30 °
a c 15 %\”\

‘ Angulos Angulos
Angulos congruentes
complementarios suplementarios
Figura 1.6

Notaciéon. Con el propoésito de simplificar la escritura utilizaremos la misma notaciéon
para representar tanto el angulo como su medida. El texto completo nos va a permitir
interpretar correctamente en que sentido se utilizan los simbolos. Por ejemplo escribimos
a = b para significar que la medida del angulo a es igual a la medida del &ngulo b. También
podremos escribir a + b = 180°, para indicar que la suma de las medidas de los dngulos a
y b en grados es 180°. La afirmacién ¢ + d = 7 rad, indica que la suma de las medidas
de los dngulos c y d en radianes es 7 radianes.

Ejemplo 1.3

1. Dados los siguientes dngulos, encontremos sus angulos complememtarios

(a) 45° R. 45°. Solucion: 90° — 45° = 45°,
(b) 30° R. 60°. Soluciéon: 90° — 30° = 60°.
3m — 2
(c) % rad R. g rad. Solucién: g — g = F6 T % = %
2. Dados los siguientes angulos, encontremos sus angulos suplementarios.
(a) 45° R. 135°. Solucion: 180° — 45° = 135°.
(b) 90° R. 90°. Soluciéon: 180° — 90° = 90°.
2 2 3m— 2
(c) ?ﬂ rad R. % rad. Solucion: 7 — ?ﬂ = % = g

Teorema de Pitagoras

La trigonometria se inici6 con el estudio de las relaciones entre los lados y angulos de
un tridngulo rectangulo. Una de las relaciones ya conocidas es la que existe entre la

4



longitud de los catetos y la de la hipotenusa. Recordemos el teorema que describe dicha
relacion.

Teorema de Pitagoras.

En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

B

c a a’> + b =2
90°
A b C

Figura 1.7

Ejemplo 1.4

1. En un triangulo rectdngulo uno de sus catetos mide 5 cm y la hipotenusa 13 cm.
Encontremos la longitud del otro cateto.

Solucién
Aplicamos el teorema de Pitagoras. Representemos por ¢ la longitud de la hipotenusa
y las longitudes de los catetos por a y b.

B 13% = 52 + 12,
.13 169 = 25 + b2,
a=5 169 — 25 = b2,
90° b? = 144,
A b C

Figura 1.8

2. Juan recorre la siguiente trayectoria desde un punto O: camina 8 km al norte, 3 km
al oeste, 7 km al norte y por ultimo 11 km al este. ;A qué distancia esta del punto
de partida?

Solucién

Describimos la trayectoria que siguié Juan. Véase la figura 1.9. Debemos calcular
la longitud d del segmento de recta OQ); el triangulo AODQ es rectangulo y la
longitud de su hipotenusa es d; la longitud de uno de sus catetos es m +n y la del
otro es b, como observamos en la figura 1.9.

m+n=15 b=38.
Por el teorema de Pitagoras:

> =8 +15> =64+225 =289,



d =289 =17 km.

R. Juan se encuentra a 17 km del punto de partida.

a D b
C D

/qunto de llegada

/
0 punto de partida

Figura 1.9

Relaciones trigonométricas de los angulos agudos de un tridngulo
rectangulo

A continuacion vamos a definir las relaciones seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante, de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo, como razones
entre las medidas de sus lados; por simplicidad denotaremos estas relaciones para el
angulo agudo A por: sen A, cos A, tan A, cot A, sec A y csc A, respectivamente. Para las
definiciones se da un nombre especial a los catetos teniendo en cuenta su ubicaciéon con
respecto a cada angulo.

B
a es el cateto opuesto del angulo A,
c
a b es el cateto adyacente del angulo A.
90° c es la hipotenusa del tridngulo rectangulo
c - b A
Figura 1.10
Definiremos estas relaciones por
cateto opuesto a cateto adyacente b
sen A = — = —, cos A = - =,
hipotenusa c hipotenusa c
cateto opuesto  «a cateto adyacente b
tan A = = -, cot A = = -,
cateto adyacente b cateto opuesto  a
hipotenusa c hipotenusa c
sec A = = -, csc A = =-.
cateto adyacente b cateto opuesto a



De acuerdo con esta definicién son claras las siguientes igualdades, conocidas comtinmente
como tdentidades reciprocas:

OBSERVACION: en el triangulo ACB, de la figura 10.1, podemos determinar las fun-
ciones trigonométricas del angulo B y obtenemos

c
senlez csc B = —,
¢’ b
a c
cos B = —, sec B = —,
c a
b a
tan B = —, cot B = —.
a b

Si comparamos estas expresiones con las definiciones dadas para el angulo A, observamos
que senB = cosA, cosB = senA, tanB = cotA. Igualmente se verifica que
cot B =tan A, secB = csc A y csc B = sec A. Los pares de funciones que aparecen en
cada una de las igualdades anteriores se denominan cofunciones. Por ejemplo se dice
que las funciones seno y coseno son cofunciones.

Recordemos que la suma de los d&ngulos interiores de un tridngulo es igual a 180°. Puesto
que el angulo C' mide 90°, la suma de las medidas del angulo A y el dngulo B es igual a
90°, lo cual implica que A y B son angulos complementarios. Tenemos en particular
la siguiente propiedad:

e El seno de un angulo es igual al coseno de su angulo complementario.

e La tangente de un angulo es igual a la cotangente de su dngulo complementario.

e La secante de un angulo es igual a la cosecante de su angulo complementario.
Ejemplo 1.5

En un triangulo rectangulo las medidas de sus catetos son 6 cm y 8 cm, respectivamente.
Encuentre los valores de las funciones de sus angulos agudos.

Solucién

En la figura 1.11 representamos los datos. Para encontrar los valores solicitados debemos
conocer, ademés de la longitud de sus catetos, la longitud de su hipotenusa. Por el teorema
de Pitagoras

=62+ 8% =36 + 64 = 100,

¢ = 10 cm.



6 C
90°
C A
8
Figura 1.11
Por las definiciones:
sen A = E = §,
10 5
8 4
A = — = —
R T
6 3
tan A = — = —.
an g =1

1 5

A e = —
os¢ senA 3’
1 5

A — = —
Bec cosA 4’
1 4
t A= = —,
0 tanA 3

Calculamos las relaciones correspondientes al &ngulo B:

4 1
senB=— = —, CscB:_O:§’
10 5 8 4
6 3 10 5
B = —_— = — B —_ = —
oS 0= 5 sec 5 =3
8§ 4 6 3
an 6 3’ CcO 3 1
Ejemplo 1.6
Si a es uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo y sen a=
y tan a.
Solucién

encuentre cos «

Teniendo en cuenta la definiciéon de la funcién seno, podemos imaginar un tridngulo en el
cual la longitud de un cateto es igual a 1 y la longitud de la hipotenusa es 2 (la unidad
de medida es igual para las dos dimensiones). Para hallar el valor del coseno debemos

calcular el valor de b.



C o A
90°
a=1 04%
B
Figura 1.12
Por el teorema de Pitagoras:
2> =1+
Por lo cual
V=4-1 y b=+3.
Entonces
V3 . V3
cosa = — any = — = —.
2 Y J/3 3
Ejemplo 1.7

Una escalera de 6 m de longitud esta apoyada en un muro de un edificio. Si el angulo que
forman la escalera y el muro es de 50°, ;cudl es la distancia desde el pie de la escalera a
la base del edificio?

Figura 1.13

Solucién

Para resolver esta clase de problemas es conveniente que hagamos gréaficos que ilustren la
informacion dada e identifiquemos los elementos que debemos encontrar. Esto nos puede
dar una mejor visiéon para buscar el método més adecuado que nos lleve a la soluciéon del
problema. No debemos olvidar ponerle nombres a los vértices y a los angulos.

En este caso se puede tomar un tridngulo rectangulo en el cual la hipotenusa se identifica
con la escalera y el dngulo N = 50°. Véase la figura 1.13. Para encontrar la distancia que

hay desde el pie de la escalera al muro debemos calcular el valor de n, que es el cateto
n

opuesto al angulo N. Por la definicién de seno de un angulo tenemos que sen N = T

Simplificando y teniendo en cuenta que sen 50° ~ 0.77, obtenemos

n
50° = —
sen 5’

n = 6(sen50°) ~ 6(0.77) ~ 4.62 metros.

9



La distancia que hay del pie de la escalera al muro es aproximadamente igual a 4.62
metros.

Ejemplo 1.8

Resuelva el triangulo rectangulo de la figura

¢ = 10cm a

a = 35° 90°
b

Resolver un tridngulo es hallar la medda de cada uno de sus angulos y de cada uno
de sus lados. En este caso conocidos los valores del angulo « y la hipotenusa ¢, debemos
calcular las medidas del dngulo £ y los catetos a y b.

C

A

a
Podemos encontrar la longitud de a, teniendo en cuenta que sen 35° = 0 y que sen 35° ~

0.574. Entonces
a =10 (sen35°) ~ 10 (0.574) ~ 5.74 cm.

Como los dngulos o y 3 son complementarios: a4 8 = 90°. Por lo cual

B =90° —a=90°— 35° = 55°.

El valor de b puede calcularse de diferentes maneras: usando el teorema de Pitagoras, o

b
las relaciones seno o tangente del angulo 5. Eligiendo esta tltima, es decir tan 55° = 7

y teniendo presente que tan 55° ~ 1.428, tenemos que:

b=15.74 (tan 55°) ~ 5.74 (1.428) ~ 8.20 cm.

10



Leccién 2

El conjunto de los niimeros reales

En esta leccion estudiaremos las principales propiedades del conjunto de los ntimeros reales
necesarias para la mejor comprension de su representacion como puntos sobre la recta real.
Asimismo, abordaremos el estudio de la representacién decimal de un ntmero real, lo cual
nos facilitara algunos de los calculos que realizaremos a lo largo del curso. Finalmente
estudiaremos la representacion de los puntos del plano en un sistema de coordenadas
rectangulares

El conjunto de los ntimeros reales y la recta real

Uno de los temas mas importantes acerca del conjunto de los nimeros reales es el estudio
de sus principales subconjuntos numéricos. Otro tépico de interés es el de la representacion
decimal de un niimero real.

Algunos conjuntos numeéricos
Los siguientes conjuntos numeéricos son subconjuntos importantes del conjunto de los
nimeros reales.

1. El conjunto que se utiliza para contar es el conjunto de los nimeros naturales.
Lo denotaremos por N y esta dado por

N=1{1,2,3,4,...}.

2. El conjunto de los nimeros enteros, denotado por Z, es el conjunto
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,... };

7. contiene todos los ntimeros naturales, sus inversos aditivos y el cero.

3. El conjunto de los nimeros ractonales, denotado por Q, estda formado por los
cocientes de los niimeros enteros. Este conjunto surge al agregar al conjunto de los
enteros, las llamadas fracciones de dos nimeros enteros. Recordemos que para los
ntmeros reales no esta definida la division por 0; por esto definimos el conjunto de
los nimeros racionales por

Qz{%]a,béZ,b#O}.

11



El niimero a se conoce como numerador y el nimero b como denominador.

El conjunto de los niimeros enteros esta contenido en el conjunto de los racionales,

puesto que si a es un entero, a = { es un nimero racional.

4. Existen nimeros reales que no pueden escribirse como el cociente de dos ntimeros
enteros. Estos nimeros se denominan numeros irracionales; el conjunto de los
ntmeros irracionales se denota por I.

Algunos ejemplos de numeros irracionales son los nimeros v/2 = 1.41421356. . .,
V3 =1.732050808 ... y 7 = 3.141592654 . . . .

5. El conjunto de los nimeros reales, denotado por R, es la uniéon de los conjuntos
Q e 1, es decir:
R=QUIL

Relaciones de Orden

e Dados dos ntimeros reales a y b, decimos que a es mayor que by escribimos a > b,
si a—b es un nimero positivo. En este caso, también podemos decir que b es menor
que a y escribimos b < a.

e Decimos que a es mayor o tgual que b, y escribimos a > b, sia > b 6 a = b; en
este 1ltimo caso también decimos que b es menor o igual que a y escribimos b < a.

e Sia>uxyux>c, escribimos a > x > c¢. Igualmente a > x > ¢ significa que a > x y
T > c.

Representaciéon decimal de los nimeros reales

Todos los ntmeros reales tiene una representacion decimal; ésta tiene la forma: r =
b.ajasas...a,, 6 r = b.ajaqas . . ..

El niimero b es un entero y los nimeros que aparecen después del punto decimal deno-
tados por a;, llamados digitos, son numeros enteros, tales que 0 < a; < 9. El ntimero b se
denomina parte entera y la sucesion de digitos ajasas ... se denomina parte decimal
de r.

Para obtener la representacion decimal de un ntimero racional 7, dividimos el numerador

a por el denominador . Cuando dividimos a por b tenemos dos posibilidades:

1. La parte decimal tiene un ntmero finito de digitos. Por ejemplo, r| = % =0.75. En
este caso la parte entera es b = 0 y la parte decimal 75, solamente tiene dos digitos.

2. La parte decimal tiene un ntimero ilimitado de digitos. Por ejemplo, para el niimero
racional ry = %, la representacion decimal es ro = 1.333333.... La parte entera es
b = 1; con los puntos suspensivos indicamos que la parte decimal tiene un nimero
ilimitado de digitos. El digito 3 se repite ilimitadamente.
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Diremos que un numero real tiene una representacion decimal periddica si a partir de
uno de sus digitos, la parte decimal adopta la forma ppppp. .., donde p es una coleccion
de digitos. Diremos que la representacion decimal periddica tiene un periodo p. Deno-
taremos la parte de la representacion decimal que se repite con periodo p con una linea
horizontal en la parte superior del periodo. Es decir pppppp... = p. Ilustramos estas ideas
en los ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3.

Ejemplo 2.1

El ntimero racional ro = % = 1.3333... tiene una representacion decimal peridédica cuyo
periodo es 3. Escribiremos 7o = 1.3.
Ejemplo 2.2

El ntamero r3 = % tiene la representacion decimal r3 = 0.285714285714285714 ..., su
periodo es p = 285714. Escribimos también r3 = 0.285714.

Ejemplo 2.3
El niimero 74 = 12.13456 también se puede escribir como 74 = 12.13456456456 . .. y tiene
periodo p = 456.

En cursos mas avanzados de matemaéticas se puede probar la siguiente propiedad

Propiedad:
El nimero r es un ntmero racional, si y sé6lo si su representacion
decimal tiene un ntimero finito de digitos o es periddica.

Ejemplo 2.4

La representacion decimal del namero irracional /2 = 1.414213562. . ., no es periddica y
con los puntos suspensivos indicamos que tiene un ntmero ilimitado de digitos.

Nota 2.1

Los numeros irracionales son indispensables en el curso que iniciamos y los usaremos fre-
cuentemente. Sin embargo, el calculo de la representacion decimal de un ntimero irracional
es un problema dificil y que se estudia en cursos méas avanzados de matematicas.

En la préctica aproximaremos los ntimeros irracionales, utilizando ntimeros racionales
cuya parte decimal tenga un nimero finito de digitos. Por ejemplo, en lugar de efectuar
calculos con m = 3.14159 ..., trabajaremos con 7 ~ 3.14.

Recta real

Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los ntimeros reales y los puntos
sobre una recta. Es decir, a cada ntmero real corresponde un punto tinico sobre la recta
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y reciprocamente cada punto sobre la recta tiene asociado con él un nimero real Gnico.

o Q P(x)

—4 -3 -2 vz -1 -3 o 3 1 2 37 4 z
Recta real
Figura 2.1

Esta correspondencia se efectiia de la siguiente forma: tomamos por conveniencia una
recta horizontal. Sobre esta recta marcamos un punto fijo O, que representa el origen.
Seleccionamos una unidad de longitud « y un punto @ a la derecha de O a una distancia
u de O. Asociamos el origen O con el niimero real 0 y el punto ) con el naumero real
1. Luego asociamos el punto situado a la derecha de ) y a una distancia de 2 unidades
respecto a O con el nimero 2. Similarmente situamos el nimero 3, y los demas enteros

positivos. Al punto situado en la mitad de la distancia entre O y @ se le asigna el nimero

1
3 A los puntos situados a la izquierda de O se les asocian los inversos aditivos de los

ntmeros reales correspondientes a los puntos simétricos con respecto al origen O. FEl
ntmero real x asociado con un punto P se llama coordenada de P o la abscisa de Py
a la recta a cuyos puntos se han asignado coordenadas se le llama recta real.

En la recta real destacamos las siguientes propiedades:

e Los numeros reales aparecen en la recta real divididos en tres subconjuntos: los
numeros reales positivos son las coordenadas de los puntos a la derecha de O;
el nimero real cero es la coordenada del origen O; los nimeros reales negativos
son las coordenadas de los puntos a la izquierda de O.

e Si los nimeros reales a y b son tales que a > b, el punto con coordenada a esté a la
derecha del punto con coordenada b.

Por otro lado, si a y b son dos ntimeros reales, la distancia entre a y b, denotada por
d(a,b), es la medida del segmento que los une en la recta real.

e d(a,b) >0, d(a,b) =0 cuando a = b
e d(a,b) =d(b,a).

El valor absoluto de un ntmero a, denotado por |a|, es la distancia desde a hasta 0, es
decir |a| = d(a,0). Por lo tanto,

asia>=0
la| = ,
—asia<0

En general, si a y b son numeros reales d(a,b) = |a — b|.
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Sistema de coordenadas rectangulares

Consideramos primero dos rectas que se interceptan perpendicularmente en el plano, una
de ellas horizontal y la otra vertical. Llamamos eje x a la recta horizontal, eje y a la
recta vertical y al punto de interseccion origen O. Asignamos coordenadas a los puntos
sobre estas rectas como se describié antes en la construccion de la recta real.

El sistema coordenado descrito se denomina sistema coordenado rectangular o plano
cartesiano. El origen O tiene el valor cero en ambos ejes. El plano formado por el eje
x y el eje y se llama plano zy y los ejes x y y se denominan ejes coordenados. Los
ejes coordenados dividen el plano xy en cuatro secciones llamadas cuadrantes como se
muestra en la figura 2.2.

yzi ____, P(x,y) Cuadrante I1 y Cuadrante I
? i <0,y >0 j z>0,y>0
gl T 5 x SRR T
2 Cuadrante III 5|  Cuadrante IV
r <0,y <0 x>0,y <0
Figura 2.2

Cualquier punto P en el plano xy se puede representar usando un par ordenado (z,y)
de ntimeros reales, llamado coordenadas de P. El ntumero real x es la distancia desde
el punto P al eje y, teniendo en cuenta su signo. Si el punto P esta a la derecha del eje v,
entonces x > 0 y el namero real x sera negativo si el punto P esta a la izquierda del eje
y. El ntmero real y es la distancia desde el punto P al eje x,teniendo en cuenta su signo.
Asi, y > 0 si el punto P esta arriba del eje x y serd negativo si el punto P esta debajo del
eje x.

Si (z,y) son las coordenadas P, entonces x es la coordenada x o abscisa de Py y es
la ordenada de P o coordenada y. El origen de coordenadas tiene coordenadas (0,0).
Cualquier punto sobre el eje z tiene coordenadas de la forma (z,0) y cualquier punto
sobre el eje y tiene coordenadas de la forma (0, y).

Una manera didactica de entender el significado de un plano cartesiano es considerarlo
como una representacion en calles y carreras de una cierta ciudad. Asi el origen puede
pensarse como el punto que representa el centro geografico de la ciudad, el eje x puede
verse como la carrera que pasa por alli y el eje y como la calle que cruza dicho punto.
Por lo tanto, moverse en un plano cartesiano equivale a moverse por las calles y carreras

de dicha ciudad.

Ejemplo 2.5

En la figura 2.3 se representan los puntos P;(3, %), Py(—2,2), Pg(—%, —g) y Py(3,-2).
Observemos por ejemplo el punto Pj; puesto que su abscisa y ordenada son negativas,
este punto esta situado en el cuadrante III o tercer cuadrante.
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Y
Py(—2,2) «———>2
2( ) ) q:' L TPI(?),%)
| ' |
-3 Jz: 2 %I Xz
o1 |
| |
e s Py(3,-2
P(-3-5) - 5
Figura 2.3

Ejemplo 2.6

Analicemos los signos de las abscisas y ordenadas en el Cuadrante IV (cuarto cuadrante).
Observamos que todos los puntos localizados en este cuadrante estan a la derecha del eje y
y debajo del eje x. Por tanto las abscisas (o coordenadas ) son positivas y las ordenadas
(o coordenadas y) son negativas.

Distancia entre dos puntos

Recordemos que la distancia entre dos puntos A y B del plano, es la longitud del segmento
de recta que los une. La distancia entre dos puntos A de coordenadas (z1,41) y B de
coordenadas (x2,y2) en el plano puede ser determinada de la siguiente manera. Situemos
los puntos A(z1,41), B(x2,y2) v C(x3,y3) en el plano cartesiano de la figura 2.4.

Yy
> e
v, % (z2592)
o l
N
A(z,y,) C(z,,y,)
T, - x,
T T xr
T Z.
Figura 2.4

De acuerdo con lo que sabemos acerca de los ntimeros reales, como los puntos A y C'
estan ubicados a la misma altura (digamos en la misma “carrera”), entonces su distancia
debe ser aquella sobre la recta horizontal y corresponde a |re — 1] (valor absoluto de
|zo — x1]); igualmente, los puntos C'y B estén sobre la misma recta vertical (digamos la
misma “calle”) y por lo tanto su distancia es |y, — y1].

Puesto que el triangulo ABC' es un triangulo rectangulo, mediante el teorema de Pitagoras
se obtiene que
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La distancia entre dos puntos A = (z1,y1) y B = (x2,y2) viene
dada por

d(A,B) = /]|za — 212+ [y — ]2 = V(z2 — 21)2 + (2 — )2

Ejemplo 2.7

Localice los puntos P1(—2,4) y P5(3,—2) en el plano cartesiano y encuentre la distancia
entre estos puntos.

Pi(=2,4) Y d(P1, Py) = /(29 — 1)2 + (32 — 11)?
d(Pi, Po) = /(83— (=2))2 + (-2 — 4)?
B, PQ)x d(Py, Py) = /(5)% + (—6)% = v/25 + 36
! \Pz(?), —2) d(Py, Py) = V/61.

Punto medio entre dos puntos

Teniendo en cuenta la féormula de la distancia entre dos puntos vista anteriormente, es
posible determinar las coordenadas (z,y) del punto medio M del segmento de recta que
une dos puntos A de coordenadas (z1,y1) y B de coordenadas (x2,%,) en el plano. Para
esto, observando la figura 2.6, basta notar que si M es el punto medio entre A y B
entonces la coordenada horizontal de M (es decir ) se encuentra en el punto medio entre
las coordenadas horizontales de A y B respectivamente (es decir x; y z3). De manera
semejante se concluye que la coordenada vertical de M se encuentra en el punto medio
de las coordenadas verticales de A y B.

Y
B
y‘/_‘ ‘
Y-y
M
y | ‘|‘
y-v
vl
A
-z, —F—x, - T —]
€T
z, T x,
Figura 2.6
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Entonces

T—21 =22 — T y Y—0n =Ys Y,

de donde

T+ 2o y:yl+y2

y por lo tanto:

Las coordenadas del punto medio M se pueden obtener como

Mz(:l?,y)=<

1+ T2 Y1+ Y2
2 ’ 2
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Leccion 3

Funciones trigonométricas de angulos en posiciéon
canénica |

En esta leccion estudiaremos la representacion de los puntos de un plano en un sistema de
coordenadas rectangular. Posteriormente definiremos los angulos orientados y los angulos
en posicion normal, (estandar o candnica). También extenderemos las definiciones de las
relaciones trigonométricas de los angulos agudos de un triangulo rectangulo a las funciones
trigonométricas en el conjunto de los angulos en posicion candnica.

Angulos orientados

En la antigiiedad se usaron propiedades de los triangulos para realizar estudios relaciona-
dos con la posiciéon de los astros, la medicion de la tierra y la arquitectura, entre otras
aplicaciones. Posteriormente a partir de trabajos realizados por diferentes matematicos,
se observd que las definiciones de las relaciones dadas entre los angulos y los lados en un
triangulo rectangulo podian extenderse para lograr definiciones de las funciones trigono-
métricas en el campo de los ntmeros reales. Esto llevo a la definicion de dngulo en una
forma mas general que permite representar angulos cuya medida es mayor de 360 grados,
con una determinada orientacion y diferenciar los rayos que los forman.

Un dngulo orientado se genera a partir de dos rayos coincidentes con origen comun,
uno de los cuales permanece fijo y el otro rota en torno al origen hasta una posicion final.
El origen de los rayos es el vértice, el rayo que permanece fijo recibe el nombre de lado
inictal del dngulo y el lado que rota, una vez que adopta su posicion final se denomina
lado final o lado terminal. El rayo que rota tiene libertad en el sentido de la rotaciéon
y no tiene limitaciéon en el nimero de rotaciones completas alrededor del vértice.

Para la notacion de un angulo debe tenerse en cuenta ademas de su medida, la direccion
en la que el lado final hizo su rotaciéon. Si el rayo que gira lo hace en sentido contrario
a las manecillas del reloj, el dngulo esta orientado positivamente y se denomina angulo
positivo; si lo hace en el mismo sentido, esté orientado negativamente y recibe el nombre
de angulo negativo. Si el lado final ha girado hasta n veces, puede continuar su rotacion
pero no alcanza a hacer un nuevo giro completo es un dngulo de n vueltas (o n giros).

Ejemplo 3.1

En la figura 3.1 se representan los angulos a = 60° y 5 = 290°, cuyo lado inicial es
dado.
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Lado inicial

Lado Final
& " Lado Inicial p
Lado final
a = 60° o
Figura 3.1 =290
Ejemplo 3.2
Representamos los dngulos § = —225° y v = —390° a partir de un lado inicial dado en la
figura 3.2
lado final

lado inicial o
1) Y . lado inicial
lado final

0 = —225° v = —390°

Figura 3.2

Ejemplo 3.3
1. Si a = 45° « es un angulo que mide 45° y esta orientado positivamente.
2. Si f=(—225)°, 5 es un angulo que mide 225°, orientado negativamente.

3. Si¢="770° ¢ es un angulo que mide 770°, de dos vueltas, orientado positivamente.
Observamos que 770° = 2(360°) + 50°.

4. Si 0 = (—540)°, 6 es un angulo que mide 540°, de una vuelta, orientado negativa-
mente. Observamos que —540° = 1(—360)° — 180°.

Hasta este momento los ejemplos han sido dados con angulos medidos en grados sexa-
gesimales. Conocemos otra medida que es el radian, cuando utilizamos este sistema con
frecuencia se omite la palabra radian.

Ejemplo 3.4

s

I. @ = %, @ es un angulo que mide ¥ radianes y esté orientado positivamente.

2. Cuando escribimos = —6, nos estamos refiriendo a un angulo que mide 6 radianes
y esta orientado negativamente.

3. Si ¢ = 6.5 entonces ¢ es un angulo de una vuelta que mide 6.5 radianes. Sabemos
que ha hecho un giro completo porque en radianes un angulo de un giro completo
mide 27 radianes y este valor es inferior a 6.5 radianes; no alcanza a dar una vuelta
mas ya que 6.5 es menor que 47.

4. Sif = ’T?’”, 0 es un dngulo que mide 37” y esta orientado negativamente.
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Angulos en posicién estandar o candnica.

Para llegar a la generalizacion de las definiciones de las relaciones trigonométricas colo-
camos los dngulos en posicion estandar o posicion canonica , es decir, colocamos los
angulos en un sistema de coordenadas cartesianas de tal forma que el vértice sea el origen
del sistema de coordenadas y el lado inicial sea el eje positivo de las abscisas. El lado
final puede ocupar cualquier posiciéon en el plano partiendo del vértice. Si el lado final
estd en uno de los ejes coordenados, el angulo recibe el nombre de dngulo cuadrantal
de lo contrario su nombre depende del cuadrante en el que se encuentre: primer, segundo,
tercer o cuarto cuadrante. Es importante tener en cuenta que en la definiciéon generalizada
de angulo se presentan casos en los cuales el lado final de dos de ellos diferentes ocupan
la misma posicion. Esto es, angulos con diferentes medidas u orientaciones pueden tener
el mismo lado inicial, el eje positivo de las abscisas, y el mismo lado final. Dichos angulos
reciben el nombre de dngulos coterminales.

Ejemplo 3.5

1. Los dngulos representados en cada uno de los sistemas de coordenadas en la figura 3.3
son coterminales. Sus cuadrantes correspondientes son: para « 'y [ tercer cuadrante;
para ¢ y «y primer cuadrante.

lado final

ja

1N

~
A

lado final
Figura 3.3

2. En la figura 3.4 representamos éngulos cuadrantales, cuyo lado final esta sobre el
eje vertical.

B

M
N
i
<

Figura 3.4

3. En la figura 3.5 se representan angulos cuadrantales con su lado final sobre el eje
horizontal.
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Funciones trigonométricas de angulos en posicién canénica.

Sea o un angulo en posicion canénica (o estandar), sea P(z,y) # (0,0) un punto en
el lado final de a. Denotemos por r a la distancia desde el punto P(z,y) al origen
(0,0), r = /22 + y%. Definimos las funciones trigonométricas de o en términos de las
coordenadas (z,y) del punto P, asi:

y sena = -,
x
cosa = —,
P(z,y) r
_____ y
! | tanaz;,snn;éo,
< | -
o | cota = —,siy #0,
! Y
roo.
e x seca = —, six #0,
T
r
csca = —, siy #0.
Yy

Figura 3.6

Observacion 1. Las definiciones de las funciones trigonométricas dependen tnicamente
del lado final y no dependen de las coordenadas del punto P que se haya seleccionado
sobre este lado. Es decir, veremos que si P'(z’,y') es un punto situado sobre el mismo
lado final que el punto P(z,y), los valores de las funciones trigonométricas definidos en
términos del punto P’ tienen el mismo valor que los definidos en términos del punto
P. Para ver esto, basta observar en la figura 3.7, que los tridngulos rectangulo OMP y
OM'P’" son semejantes y para estos tridngulos se tienen relaciones de proporcionalidad
entre sus lados homologos. Si r y r’ son las distancias desde los puntos P y P’ al origen,
respectivamente, por la semejanza de los triangulos se tienen las siguientes relaciones de
proporcionalidad

~

By 81<

(3.1)

~ =

Klelx 83 I

Estas igualdades implican que si definimos las funciones trigonométricas a partir del punto
P obtenemos los mismos resultados que si las definimos a partir del punto P’. Por ejemplo,
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/
a partir del punto P obtenemos sen o = Y y a partir del punto P’ tenemos que sen v = =.
r r

/
y_ ¥y . . . . .
Pero = y = son iguales por la ecuacién (3.1). Lo mismo sucede para las demds funciones
roor

trigonomeétricas.
Y Y
/ _______
P'(z',y) y 3 "P'(2',y) r? = 22 2
|
(z{y) Y F-——AP(z1y)
L ("7 = (@) + ()2
! a | |
O M M =z (@) r g x
Figura 3.7

Observacion 2. La definicién dada realmente extiende las definiciones de las relaciones
trigonométricas definidas en la leccién 2 para los angulos agudos de un tridngulo rectén-
gulo. Observe que si tenemos un triangulo rectangulo, y a es uno de sus angulos agudos,
si v esté en posicion candnica como en la figura 3.7, el cateto opuesto al &ngulo « es el seg-
mento PM con longitud v, el cateto adyacente es OM con longitud = v su hipotenusa es
OP con longitud 7. Por el teorema de Pitagoras, r> = 22 +12%. Consecuentemente las fun-
ciones trigonométricas coinciden con las definiciones para las relaciones trigonométricas
dadas antes. Asi,

cateto opuesto  y cateto adyacente  x

sen o = ; = —, COs x= : =
hipotenusa r hipotenusa r

cateto opuesto Y cateto adyacente x

tan a = ==, cot a= = —,
cateto adyacente cateto opuesto Y
hipotenusa r hipotenusa r

sec o = = —, csca = =—.
cateto adyacente cateto opuesto Y

Observacion 3. Debido a que las funciones trigonométricas estdn definidas en términos
del lado final del angulo, los valores de las funciones trigonométricas para angulos coter-
minales son iguales. El dngulo o medido en radianes es coterminal con los dngulos de la
forma « + 2nm, donde n es un entero, que indica el nimero de giros y el sentido en que
ellos se hacen. En particular, tenemos las siguientes igualdades:

sen(a 4 2m) = sena, cos(a + 27m) = cosa,
tan(a + 27) = tana, cot(a + 27) = cot (3.2)

sec(a + 2m) = secay, csc(a + 27) = csca.

Decimos que las funciones trigonométricas son periddicas con periodo menor o igual que
2.

Observacion 4. Debido a que la division por cero no esta definida, es necesario tener en
cuenta que hay restricciones para los angulos cuadrantales. Por ejemplo si el lado final del
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angulo esté sobre el eje y, su abscisa es cero y por lo tanto no se pueden definir la tangente,
ni la secante de dichos dngulos. No estan definidas la tangente, ni la secante de 7, ni de 37”
Si el lado final esta sobre el eje z no pueden definirse ni la funcién cotangente ni la funcién
cosecante. Las funciones seno y coseno estan definidas para todos los dngulos.

Signo de las funciones trigonométricas

El signo de las funciones trigonométricas depende de los respectivos signos de las abscisas
y ordenadas, ya que las distancias son siempre niimeros positivos.

En el primer cuadrante, las ordenadas y las abscisas son todas positivas. Asi, todas las
funciones toman valores positivos.

En el segundo cuadrante las ordenadas son positivas y las abscisas negativas. Como los
valores de seno y cosecante dependen de la ordenada, sus valores son positivos. El coseno y
la secante dependen de la abscisa, por lo tanto son negativos. La tangente y la cotangente
dependen de los valores de las dos coordenadas, abscisa y ordenada y se obtienen por el
cociente de dos nimeros con signo opuesto, entonces son negativas.

En el tercer cuadrante, tanto las abscisas como las ordenadas son negativas, seno, coseno,
secante y cosecante toman entonces valores negativos. La tangente y la cotangente son
positivas porque resultan del cociente de dos niimeros con el mismo signo.

En el cuarto cuadrante las ordenadas son negativas y las abscisas son positivas, esto hace
que el seno y la cosecante tomen valores negativos; el coseno y la secante toman valores
positivos; los valores de tangente y la cotangente por ser el cociente de ntmeros con
diferente signo son negativos. En resumen tenemos la siguiente tabla:

Cuadrante | Funciones positivas | Funciones negativas
I todas ninguna
IT sen, csc cos, tan, sec, cot
111 tan, cot sen, cos, CSc, Sec
1Y oS, sec sen, tan, csc, cot

Ejemplo 3.6

Si el punto P de coordenadas (—3,4) pertenece al lado final del angulo 6, en posicion
canodnica. Encuentre, si es posible, el valor de todas sus funciones trigonométricas.

Soluciéon
Calculamos la distancia r del origen al punto P. Por las definiciones: r = /94 16 =

24



-3 5
cosl) = — = ——, secl) = — = ——,
— 3
— 3
tanf = — = ——, cot = — = ——.
— 4
Ejemplo 3.7
Encuentre los valores de las funciones trigonométricas del angulo de segundo cuadrante,
cuyo lado final esta sobre la recta cuya ecuaciéon es y = —gx.
Solucién

Denotemos por a al angulo cuyo lado final estia sobre la recta dada. Para calcular los
valores solicitados debemos conocer las coordenadas de un punto que esté en el lado final
del angulo. Como « es un éngulo de segundo cuadrante tomamos la abscisa negativa y
usando la ecuacion de la linea recta, hallamos la ordenada. En la figura 3.8 hemos tomado
x = —2. Reemplazamos en la ecuacion de la recta y obtenemos y = —g(—?) = 5. El punto

que vamos a tomar como referencia es el punto P con coordenadas: (—2,5). La distancia
de P al origen es r = y/(—2)? + 52 = v/29.

Y

P(-2,5) 45

Figura 3.8
Asi:
sena—i—w CSCQ_ﬂ
/29 29 57
COS ¥ = _2 _—2 29 SeCOé_—29_——29
V29 0 29 7 -2 27
ma 2 T2 2
ana—_2— , cota = =3
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Leccion 4

Funciones trigonométricas de angulos en posicién
canonica II

En esta leccion continuamos nuestro estudio sobre las funciones trigonométricas de angu-
los en posiciéon canoénica. Iniciaremos con el estudio de las funciones trigonométricas de
los angulos cuadrantales que son aquellos que tienen su lado terminal sobre los ejes coor-
denados y las funciones trigonométricas de los angulos de 30°,45° y 60°. Aprenderemos
a calcular los dngulos de referencia que son dngulos entre 0 y 7 muy importante porque
permiten simplificar los calculos de las funciones trigonométricas de angulos arbitrarios
en términos de las funciones trigonométricas de angulos en el primer cuadrante.

Funciones trigonométricas de angulos cuadrantales

Los angulos cuadrantales o de cuadrante son aquellos angulos en posiciéon candnica que

tienen su lado final en uno de los ejes coordenados de un sistema de coordenadas rectangu-

lares. En las definiciones de las funciones trigonométricas hay restricciones para algunos

de estos angulos. Debido a la periodicidad de las funciones trigonométricas es suficiente
: 4 s 3

considerar los angulos 0, 7, 7y <.

El procedimiento que vamos a seguir, para el dngulo a = 0, es el mismo para todos los
angulos cuadrantales. En un sistema de coordenadas cartesianas, ubicamos el angulo en
posicién canodnica; consideramos un punto cualquiera P sobre el lado terminal del &ngulo y
calculamos el valor de la distancia r desde el punto P al origen de coordenadas cartesianas
y a partir de esta informacion calculamos las funciones trigonométricas. Es importante
tener presente que todos los resultados son vélidos para el angulo dado y cualquier otro
angulo coterminal con ¢él, que se obtenga a través de giros completos, sean éstos positivos
o negativos. Ilustraremos este procedimiento para o = 0, las funciones trigonométricas
de los demas angulos se calculan similarmente y las resumimos en la tabla 4.1.

Funciones trigonométricas del angulo a = 0

Tomamos el punto P(1,0) sobre su lado terminal, el cual coincide con el eje x. La distancia
r desde P al origen O es r = 1. Entonces las funciones trigonométricas son

sen() = — =0, cos0=—- =1,

tan(0 = =1.

el e B

=0, sec(0 =
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cot 0 y csc0 no estan definidas pues P tiene ordenada igual a 0.

) Y Y )
P(0,1)
P(léO) P(=1,0)f
0 x 0 x 0 x 0 x
P(0, —1)
a=0 a=3 a=m a=3
Figura 4.1
Funciones trigonométricas de angulos cuadrantales
Angulo | P(x,y) | 7 | sen | cos tan cot sec cse
0 (1,0) (1| 0 | 1 0 no definida 1 no definida
g (0,1) 1] 1 | O | no definida 0 no definida 1
T (-1,0) |1] 0 | -1 0 no definida -1 no definida
3m : :
> (0,-1) | 1] -1 | 0 | no definida 0 no definida -1
Tabla 4.1
Funciones trigonométricas del angulo 45° o 7.

Consideremos el triangulo rectangulo isésceles AAC B representado en la figura 4.2. Sus
dos catetos tienen la misma longitud a, elﬁngulo en C' es recto y sus dos angulos agudos

miden 45° y son complementarios. Para

Por las definiciones:

sen 45°

tan 45°

28

cos45° =

oncontrar las razones trigonométricas, vamos a
A =a®+a?® = 2ad?,
c=V2a?,
c=av2.




Utilizamos las relaciones de los angulos complementarios y las relaciones reciprocas para
calcular las funciones trigonométricas restantes

cot45° = tan4b =1, sec45’ = =V2 vy cscdb® =secds’ = V2.

coS 450
. » 7T 2 [¢]
Funciones del 4ngulo 5 6 30
)
O _+%
X
B
a=%
Figura 4.3

Para hallar las funciones trigonométricas del dngulo «, tomamos un punto A(z,y) en su
lado final. Construimos el tridngulo AACO. Se infiere que el dngulo ZOAC' = %, pues
la suma de los dngulos interiores del triangulo AAOC mide = (6 180°). Construimos el
tridngulo ABCO congruente con el tridngulo AACO. Entonces el tridngulo AAOB es

T
un tridngulo equilatero pues sus tres angulos miden 3 (6 60°).

Supongamos que la distancia r de A hasta O es igual a 2. Debemos hallar las coordenadas
(x,y) del punto A. Puesto que el tridngulo es equilatero la medida de cada uno de sus
lados es 2. También sabemos que en un tridngulo equilatero la altura bisecta a la base y
consecuentemente el segmento AC mide 1. Entonces la ordenada y es igual a 1. Por el
teorema de Pitagoras x satisface la ecuacion

l‘2+y2:4,
2 _ 2 _ _
rr=4—-y"=4—-1=3,
=3

Entonces, puesto que 7 = 2 y las coordenadas (x,y) de A son (v/3,1), tenemos

T oy 1 T X \/5

sen — = — = —, COS — = — = —,
6 r 2 6 r 2
T oy 1 V3 T oz V3

an o =~ 5= 3 cot ; : V3,
T T 2 2\/5 T o 2 5

seCc — = — = — = 2—— 8¢ —=—=— =2
6 = 3 37 6 y 1



. . sy s ™
Funciones trigonométricas de 3

T . : .
Observamos que los dngulos — y s son complementarios, teniendo en cuenta las relaciones

que hay entre las funciones de un angulo y su complemento, podemos concluir que:

T T \/§ T T 1
sen — = cos — = —, Ccos — =sen — = —,
3 6 2 3 6 2
T i s ™ \/§
tan — = cot — = /3 t— =tan — = ~—
ang (306 V3, c03 an6 5
_ 7r_2 - 7T_2\/§
secg—csc6— , CSC3—S€C6— 3

Funciones trigonométricas de angulos de mas de un giro

Recordemos que las funciones trigonométricas de dos angulos coterminales tienen los
mismos valores y que todo dngulo « es coterminal con los dngulos que se obtienen por
giros en cualquier sentido cuando sus lados terminales coinciden. Para hallar las funciones
de este tipo de angulos, se busca su angulo coterminal positivo « tal que 0 < a < 360°,

(60<a<2n).

G
¥

Figura 4.4

Ejemplo 4.1

1. Encuentre los valores de seno, coseno y tangente de 8 = 780°.

Solucién
Cuando el angulo es positivo, buscamos el niimero de vueltas que ha dado el lado

final, esto es, cuantas veces el lado final paso por el eje x positivo. Es decir, jcuantas
veces recorrié 360°7 Dividimos el angulo dado por 360; el cociente da el nimero de
vueltas y el residuo es la medida del angulo coterminal que estamos buscando. Asi,

780° = 2(360°) + 60°

Respuesta: El déngulo coterminal buscado es o = 60°. Las funciones trigonométricas
de 780° son iguales a las funciones trigonoméricas de 60°.

2. Encuentre los valores de las funciones trigonométricas de 8 = —630°.

Solucién
Debemos tener en cuenta que las funciones van a expresarse en términos de un
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angulo positivo cuya medida sea menor que 360°. Contamos el nimero de giros que
dio el lado final en sentido negativo y agregamos el valor que falta para completar el
giro. Hemos sumado dos cantidades negativas. Para obtener el angulo que satisfaga
las condiciones, se debe sumar la cantidad que se ha restado. El angulo se expresa
por: 8 = 360n + a , donde n es un entero negativo, y « es positivo y su medida es
menor que 360°. Asi,

—630° = 360°(—2) + 90°.

Respuesta: El dngulo coterminal buscado es o = 90°. Las funciones trigonométricas
de —630° son iguales a las funciones trigonoméricas de 90°.

Funciones de (—6)

A partir de la figura 4.5 podemos estudiar la relaciéon que existe entre las funciones trigo-
nométricas de un angulo dado 6 y las de su angulo opuesto (—0).

Y- Plz,y)
|
0
: x
_Q:
|
—Yp-——\Q(r, —y)
Figura 4.5

Si el punto P de coordenadas (x,y) estéa en el lado final del angulo 6, el punto Q(x, —y) esta
en el lado final de —6#. Ya conocemos que el valor de las funciones trigonométricas no varia
cuando se escogen puntos diferentes en el mismo lado final del angulo 6. Seleccionemos P
de tal forma que esté a una distancia r = 1 desde el origen. La distancia de @) al origen
también serd r = 1. Entonces las funciones de 6 son:

senH:y:y7 cosezzzx, tanQZQ,
r r x
1
COt@zz, SeCH:ZZ—’ CSCHZz:—
(Y r y oy
Las funciones de —6 son:
—Y Y T —Y Y
sen(~0)= ===y cos(-0)="=s, tan(-0)=—2=-2,
1
cot(—0) = - _f’ sec(—0) = - =, cse(—0) = S
-y ( r -y Y x

Concluimos entonces que
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sen(—0) = —send, cos(—0) = cosb,
tan(—60) = —tan, cot(—0) = —cot 6, (4.1)
sec(—0) =sech, csc(—0) = — cot 0.

Ejemplo 4.2
L. sen(—%) = —sen(3) = —*/75.
2. cos(—m) = cos(m) = —1.

3. Si cos(—a) = —0.78, entonces cosa = —0.78.

4. tan(—7) = —tan § = —1.

Angulos de referencia

Desde los inicios del estudio de la geometria y de la trigonometria se han calculado las
funciones trigonométricas a través de tablas, las cuales brindan la informacién en términos
de édngulos agudos. Para hallar los valores de las funciones de cualquier angulo, se hace
la reduccion al primer cuadrante. El dngulo de referencia 6 de un angulo 6 no
cuadrantal en posiciéon estandar es el angulo agudo formado por el lado terminal de 6 y
el eje x. Las funciones trigonométricas de 6 se determinan en términos de las funciones
del angulo de referencia teniendo en cuenta el cuadrante de 6.

0
0 aR N 0(\ 0 C\
Or Or
9:913 HR:wa 0320771' =27 — 0
Figura 4.6
Ejemplo 4.3
. . , s 11
1. Encuentre el dngulo de referencia para los angulos: o = 150°, 5 = T 0 = 5

Solucién

Véase la figura 4.6. El angulo « es de segundo cuadrante. Su angulo de referencia
es:
ag = 180° — 150° = 30°.

El angulo § es de tercer cuadrante. Su dngulo de referencia es:

om T
BR = I — T = Z
0 es un adngulo de cuarto cuadrante. Su angulo de referencia es:
1Ir =
Op =2m — — = —.
BT TG
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2. Usando angulos de referencia halle el seno, el coseno y la tangente del angulo o =
200°.

Solucion

Primero buscamos el angulo de referencia:

$
D

S

Figura 4.7

El dngulo esté en el tercer cuadrante, por lo tanto:
agr = 200° — 180° = 20°.

Hallamos las funciones del angulo que mide 20° y tenemos en cuenta que por estar
a en el tercer cuadrante, el seno y el coseno son negativos y la tangente es positiva.
Teniendo en cuenta que sen 20° & 0.34, cos 20° ~ 0.93 y tan 20° ~ 0.36 tenemos que:

sena = —0.34, cosa = —0.94, tan a = 0.36.
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Leccién D

Funciones trigonométricas de niimeros reales 1

En esta leccion estudiaremos como se puede extender la definicion de las funciones trigo-
nométricas, hechas inicialmente para angulos en posiciéon canénica a funciones cuyo do-
minio es un subconjunto de los nimeros reales. Consideraremos sus principales propiedades,
haremos su representacion geométrica en el plano cartesiano y obtendremos informacion
a partir del analisis de ellas.

Funciones trigonométricas en el conjunto de los niimeros reales

Si t es un namero real, el valor de una funcién trigonométrica en t, es el valor de esa
funciéon trigonométrica en un angulo de t radianes, cuando ella estda definida en dicho
angulo. Asi:

e Sit es un nimero real mayor o igual a cero el valor de la funcién en t es el que le
corresponde al angulo que mide ¢ radianes.

e Sit es un real negativo el valor de la funcién en t es el valor que le corresponde al
angulo que mide —t radianes y esta orientado negativamente.

Ejemplo 5.1
1. sen 15 corresponde al seno del angulo que mide 15 radianes orientado positivamente.
2. cos(—20) es el coseno del angulo que mide 20 radianes orientado negativamente.
3. sen 25 # sen 25°.

Recordemos que hay angulos para los cuales no estan definidas las funciones tangente,
secante, cosecante y cotangente. Esto nos lleva naturalmente a considerar sélo el conjunto
de los valores para los cuales podemos definir la funciéon. Dada una funcién el conjunto
de niimeros reales para los cuales esta definida la funcién es su dominzo.

La circunferencia trigonométrica es una circunferencia cuyo radio es la unidad y cuyo
centro es el origen de un sistema de coordenadas cartesianas.

Utilizaremos la circunferencia trigonométrica como un instrumento para simplificar los
calculos y organizar el estudio de las funciones trigonométricas y sus graficas. Tomaremos
un punto P en la interseccion del lado final del angulo ¢ y la circunferencia trigonométrica.
A medida que t va tomando valores en el conjunto de los niimeros reales, el punto P va
recorriendo el circulo trigonométrico, girando a medida que el valor de ¢t cambia. Los giros
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son en el sentido positivo si el niimero real ¢ se incrementa y si el valor de ¢ disminuye,
el giro de P sobre el circulo unitario es negativo. Debido a que la distancia r desde el
punto P, en el circulo unitario, al origen es igual a uno, la definicién de las funciones
trigonométricas adopta la siguiente forma:

’ (5.1)

T

sent =y, cost =, tant =
cott ==, sect:l7 csct =
y x

Q=g e

Y

ﬁl P(z,y)
i
NP

Figura 5.1

Funcion seno

El dominio de la funcién z = sent es el conjunto de todos los niimeros reales. De acuerdo
con la ecuacion (4.1) sent es la ordenada y del punto P en la circunferencia unitaria.
Entonces la variacion del segmento AP, a medida que el valor de ¢ cambia, representa la
variacion de sent.

Para entender la variacion de la funcién z = sent, se acostumbra representar los puntos
(t,z) en un sistema de coordenadas rectangulares tz; véase la figura 5.2. Observando
la figura 5.1, vemos que mientras el dngulo ¢ esté en el primer cuadrante y varia desde

t =0 hasta t = g, la longitud del segmento AP cambia desde 0 hasta el valor 1. Esta

informacion la representamos en la figura 5.2.

z=sent

Figura 5.2

Cada punto con coordenadas Q(t, z) en el plano ¢z, va a interpretarse asi: el valor de t es
el valor del dngulo y el valor de z es el valor de sent. Podemos calcular el valor de sent
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de diversas maneras, pero aqui queremos visualizarlo como la ordenada y del punto P
en el circulo trigonométrico.

Los puntos (¢, z) en la grafica de z = sent en la figura 5.2 cambian de la siguiente forma:
si el namero real ¢ varfa desde cero hasta 7, observamos en el sistema de coordenadas zy,
figura 5.1, que el angulo ¢ hace el recorrido en sentido positivo. El punto P se desplaza
sobre el circulo trigonométrico en el primer cuadrante. Su ordenada va creciendo desde
el valor 0, hasta tomar el valor y = 1. Ese es el cambio que se observa en la ordenada z
en la figura 5.2, puesto que z representa a sent.

Si se continta el recorrido de ¢ desde § hasta 7, la ordenada de P en el circulo trigonométrico
va decreciendo desde y = 1 hasta llegar a cero.

Al seguir incrementando el valor de ¢ desde 7 hasta 37”, el punto P va girando sobre
el circulo trigonométrico en el tercer cuadrante hasta 37; la ordenada de P es negativa

2
y toma todos los valores comprendidos entre 0 y —1; éste es el menor valor posible de

sent.

Después el angulo ¢ sigue su recorrido por el cuarto cuadrante, la ordenada de P sigue
siendo negativa y su valor va aumentando hasta llegar a cero. Todas estas variaciones de
la ordenada de P se representan en la figura 5.2, como las variaciones de la ordenada del

punto Q(t, z).

De acuerdo con la descripcion dada podemos notar que si la variable ¢ se incrementa desde
27 hasta 47, el punto P en el circulo trigonométrico vuelve a pasar por los mismos puntos
que habfia pasado antes y entonces la funcién seno se va a repetir cada 27. Si el giro
continia en la misma direccién sigue repitiéndose el mismo comportamiento en intervalos
de tamano 2.

Si el giro se hace en sentido negativo, se observa que el comportamiento es en el sentido
inverso al anterior: se inicia en el cuarto cuadrante donde ¢ toma valores negativos desde
0 hasta hasta t = —7; mientras esto ocurre, la ordenada del punto P varfa desde 0 hasta
—1. Miremos como se ve esto en el plano tz, (observe la parte negativa de t).

Cuando t contintia disminuyendo su valor, el punto P en la circunferencia trigonométrica
gira en el tercer cuadrante, en el sentido negativo, y su ordenada toma todos los valores
desde -1 hasta 0, sigue por el segundo cuadrante empieza a tomar valores positivos hasta
1 y continda por el primer cuadrante hasta llegar a su punto de partida en donde la
ordenada es cero.

Estos giros se hacen indefinidamente. Todo lo anterior se puede visualizar en la figura
5.2, donde representamos la funcion en el intervalo [—4w, 4.

Observamos que sent se repite si tomamos intervalos de la misma longitud. Cuando
se repiten los valores de una funcién en intervalos de la misma longitud, la funciéon se
denomina pertodica. La longitud del menor intervalo en el cual la grafica se repite recibe
el nombre de periodo. La funciéon seno es periddica con periodo 27w. Esto lo podemos
representar asi:

sen(t +2 n m) =sent, paratodot € R, n € Z.

Aqui R es el conjunto de niimeros reales y Z es el conjunto de los nimeros enteros.
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El dominio de una funcion es el conjunto en el cual la funciéon se puede definir. El rango
de una funcién esta dado por todos los valores que la funciéon puede tomar. El dominio de
la funcion seno es el conjunto de los ntimeros reales R, y el rango es el intervalo cerrado

[—1,1].
Ejemplo 5.2
1. sen(} +4m) = sen(] + 27) = sen(7)
2. Encuentre dos angulos cuyo seno sea igual al seno de (—3).
Solucién

Como la funcién seno tiene periodo 27, podemos tomar cualquier ntimero de la
forma —3 + 2nm, donde n es un nimero entero que representa el niimero de giros
que hizo el lado final del angulo correspondiente. Recordemos que éstos pueden ser
positivos o negativos, por lo tanto n puede ser negativo o positivo. Asi, t; = —3+27
y to = —3 — 27 satisfacen:

sen(—3) = sen(t;) = sen(tz).

Funcion coseno

De acuerdo con la ecuacion (5.1), cost = x, donde x es la abscisa del punto P en el
circulo trigonométrico. Entonces la variacion del segmento B P, a medida que el valor de
t cambia, representa la variaciéon de cost.

Brevemente vamos a presentar la variacion de cost, cuando t varia desde 0 hasta 2.
Cuando t = 0, el valor de la abscisa de P es 1; durante el recorrido por el primer cuadrante
el valor de la abscisa disminuye hasta llegar al valor cero; cuando el lado final de ¢ continta
por el segundo cuadrante, la abscisa de P es negativa; cuando t = 7 radianes, la abscisa es
igual a -1; luego el punto P sigue girando por el tercer cuadrante, la abscisa alli también es
negativa. Luego llega al eje vertical en donde la abscisa es cero; pasa al cuarto cuadrante,
donde la abscisa es positiva y llega nuevamente a su punto de partida en donde su abscisa
es 1.

Asi como observamos con la funcién seno, los giros pueden continuar indefinidamente en
sentido positivo o negativo. Cuando se trasladan estos valores al sistema de coordenadas
cartesianas tz se obtiene la grafica de la funcién coseno. Véase la figura 5.3.

En resumen: el dominio de la funcién coseno es el conjunto de todos los ntimeros reales,
la funcién coseno es periddica y su periodo es 27 y ademas el rango de la funciéon coseno
es el intervalo cerrado [-1,1].

La variacion de la funcién coseno puede resumirse en la siguiente tabla.
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R L= v 2 3 4
| |
1+

Figura 5.3
t Yy = cost

0= 10
2

g—wr 0——1
3

T —-1—0
2

3

7”—>27r 01

Ejemplo 5.3

1. cos(§ + 67) = cos(§ — 4m) = cos(%).

2. Encuentre dos niimeros para los cuales su coseno sea igual a -1.

Solucién
Sabemos que cos ™ = —1. Usando la periodicidad de la funcién coseno, los ntimeros
reales t; = m + 47w = bw, y to = m — 87 = —Tr, satisfacen que cost; = costy = —1.
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Lecciéon O

Funciones trigonométricas de ntimeros reales 11

En esta leccion estudiaremos algunas propiedades adicionales acerca de las funciones tri-
gonométricas de niimeros reales. Iniciaremos con la determinacién del dominio de las
funciones tangente, cotangente, secante y cosecante y estableceremos el periodo de las
funciones tangente y cotangente. Finalmente construiremos la grafica de la funcién tan-
gente y estudiaremos su rango y asintotas verticales.

Iniciaremos esta leccion con el estudio del comportamiento de la funciéon tangente . Para
ello vamos a utilizar de nuevo la circunferencia trigonométrica. Primero estudiaremos su
periodo y luego consideraremos su grafica.

Dominio de las funciones tangente y secante, cotangente y cose-
cante

Sea t un numero real; tomemos el punto P(x,y) en la interseccion del lado final de ¢ y la
circunferencia unitaria. Véase la figura 6.2. Por las definiciones tenemos:

Y
Y 1
P(z,y) tant == 'y sect=—, parazx#D0.
-— - x x
NN
! 1
— L x cott = = y csct=—, paray#0.
1 1 y y
Figura 6.1

Del dominio de las funciones tant y sect se deben excluir los nimeros reales ¢ para los
T
cuales el punto P esta sobre el eje y. Estos ntimeros son los miltiplos impares de 5 y se

representan por t = (2n + 1)%, para cualquier entero n.

Si denotamos el dominio de las funciones tangente y secante por Dyy, ¥ Dgee, respectiva-
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mente, tenemos que

Dian = Dyee = {t € R/t £ (20 + 1)%, para todo n € Z}.

Las funciones cott y csct no estan definidas para los ntimeros reales ¢ correspondientes a
los angulos cuyo lado final esté sobre el eje x, debido a que en este eje los puntos tienen
ordenada igual a 0. Observamos que estos niimeros reales son el resultado de multiplicar un
numero entero n por 7. Si denotamos el dominio de las funciones cotangente y cosecante
por D.,; v D.s., respectivamente, tenemos que

Deot = Dese = {t € R/t # n 7, para todo n € Z}.

Periodo de las funciones tangente y cotangente

Sabemos que las funciones trigonométricas son peridédicas y su periodo es menor o igual
a 2m. En las lecciones 77 vimos que las funciones seno y coseno tienen efectivamente
periodo 27. En esta leccion veremos que las funciones tangente y cotangente tienen
periodo .

En la figura 6.2 representamos los dngulos t y t + 7 y los puntos P y ) localizados en la
interseccion de la circunferencia unitaria y los lados finales de ¢ y t + 7, respectivamente.
Es decir, P(z,y) esta sobre el lado final de t y Q(—x, —y) esté sobre el lado final de ¢ + 7.
Asi:

Y
tan(t + ) = Y tant,
—x X
ﬁ,,x;, P(l’,y)
| — | —
t—I—ZT// N [ cot(t—l—ﬂ):—x:zzcott.
/ R —y Y
‘ (\ | | xr
—1 N/ 1
y
|
Q(—z, —y)\ =7~ 7
Figura 6.2

Concluimos que la funciones tangente y cotangente son periddicas con periodo 7.

En general podemos escribir:
tan(t + km) = tant, para todo t € Dy, y para todo entero k,

cot(t + km) = cott, para todot € D,y y para todo entero k.
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Propiedades y grafica de la funcién tangente

Para la representacion grafica de la funcidén tangente vamos a utilizar nuevamente la
circunferencia unitaria. Tendremos en cuenta las siguientes propiedades:

e Como la funcién tangente tiene periodo 7 es suficiente considerar los dngulos en el
primer y el segundo cuadrante o en el primer y el cuarto cuadrante.

e La funcion tangente satisface que:

tan(—t) = — tant para todo nimero real t € Dy,,. (6.1)

La igualdad (6.1) simplica la construccion de la grafica de la funcién tangente. Observe
que cuando ¢ estd en el intervalo [0, 7), el angulo ¢ esta en el primer cuadrante y el angulo
—t esté en el cuarto cuadrante. Asi, nosotros podemos considerar los ntimeros reales t
en el intervalo semiabierto [0, 7) y estudiar los valores que toman tant y —tant. Estos
tltimos por (6.1) corresponden a tan(—t), es decir, a la tangente de los dngulos en el
cuarto cuadrante.

En la figura 6.3 se representan el angulo ¢ y la circunferencia unitaria. Recordemos que
para definir tant podemos seleccionar cualquier punto en el lado final del dngulo ¢. Para
analizar el valor de tan ¢, tomamos como punto de referencia el punto P, el cual es el punto
de interseccion del lado final del &ngulo ¢ y la recta vertical L tangente a la circunferencia
en el punto de coordenadas (1,0).

Como tant = 4 = y, el valor de la ordenada de P es igual a tant y la ordenada de @,
—y, representa el valor de —tant = tan(—t). Vamos a analizar la variacion de la funcion
tant como la variacion de las ordenadas de los puntos Py @)

L
y , P'(1,y")
/
/
/
/
/
I =1
/
X1 t N _Y¥_
n an(—t) = = )
_1 N —t /l 1 T ( ) 1 y
\
\ /
TENRUL )
\
\
\
\
\
\
\Ql(la_y/)
Figura 6.3

A medida que ¢ aumenta desde 0 hasta 7, el punto P se desplaza sobre la recta L, desde
el punto de coordenadas (1,0), hacia arriba; entonces tant aumenta a partir de tan (0 = 0

43



. . T . . .
y crece indefinidamente cuando ¢ se acerca a 5 Al mismo tiempo la ordenada de @) varia

desde 0 y decrece continuamente a medida que ¢ aumenta, (6 —t disminuye), decreciendo
sin limite cuando el d4ngulo —¢ se acerca a —3.

Cuando t = 7, el lado final del angulo ¢ estd sobre el eje y y no corta a la recta tangente
L, pues son rectas paralelas. Recordemos que ¢ = 7, no esta en el dominio de la funcion
tangente.

Para trazar la gréafica de la funcion z = tant, en el plano cartesiano tz, utilizamos el
eje horizontal para los valores de la variable independiente ¢ y el eje vertical para sus
imagenes. En la figura 6.4 aparece la grafica de la funciéon tangente correspondiente al

3 3
intervalo abierto (——W, —F)
22
La gréfica en el intervalo (=7, ) es el ciclo fundamental de la funcion tangente.

Para obtener la grafica de la funcién en intervalos mayores repetimos el ciclo fundamental

a lo largo del eje horizontal, a la derecha y la izquierda del intervalo (—g , en intervalos

b
) 5)
de longitud .

Debido a que la funciéon tangente es una funcién impar, su grafica es simétrica respecto
al origen de coordenadas.

z =tant

N
NTE}

Figura 6.4

En la grifica se observan rectas verticales en los puntos de la forma ¢ = (2n 4+ 1)7. Estas
rectas que son llamadas asintotas wverticales, nunca cortan la grafica de la funcion
tangente.

Graficamente se puede encontrar el rango de una funcién, haciendo una proyecciéon de su
grafica, en un sistema de coordenadas rectangulares, sobre el eje de las variables dependi-
entes. Los puntos obtenidos a partir de esta proyeccion constituyen su rango. Recordemos
que para proyectar un punto sobre una recta se traza la perpendicular desde el punto a
la recta.

Si realizamos este procedimiento para la funciéon tangente, vemos que se cubre todo el eje
vertical, esto implica que el rango de la funcién tangente es el conjunto de los niimeros
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reales.

Conclusiones
1. Al dominio de la tangente no pertenecen los multiplos impares de 7.
2. El periodo de la tangente es 7.

3. El rango de la funcién tangente es el conjunto de los niimeros reales
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Leccion 7

Funciones trigonométricas de ntimeros reales 111

En esta leccion analizaremos el comportamiento y graficas de las funciones sinosoidales
de la forma: y = asen(bx + ¢) y y = acos(bx + ¢), donde a, b y ¢ son niameros reales
constantes.

Funciones sinosoidales de la forma: y = asenbx y y = acosbx

Estas funciones se utilizan en la descripcién de problemas que siguen un modelo de

movimiento periédico y en fenémenos del mundo real que involucran situaciones que
se repiten en ciclos.

Dilatacién y compresion de las graficas de las funciones sinosoidales
Dada una funcion sinosoidal y=f(x), la amplitud de f denotada por A se define como

A = — (maximo de f(x) — minimo de f(z))

N[ —

Ejemplo 7.1

La amplitud de las funciones y = senxz y y = cosx es igual a 1, debido a que el valor
maximo que toman estas funciones 1 y su minimo valor es —1. Asi, A = (1 — (-1)) =
1.

Vamos a analizar la amplitud de las funciones y = asenx y y = a cosz. Sabemos que
—1<senzx <1 y —1<cosz<l. (7.1)
Si a > 0, al multiplicar por a las desigualdades en (7.1) obtenemos
—a<asenz<a y —a<acosr<a

Por lo tanto el valor maximo que toman las funciones y = a senx y y = acosx es a y el
valor minimo es —a y la amplitud es A = a.

Si a < 0, debemos tener en cuenta que el multiplicar los términos de una desigualdad
por un ndmero negativo, la desigualdad cambia de sentido; asi multiplicando todos los
términos de las desigualdades en (7.1) por —a obtenemos

a<asenr < —a y a<acosz < —a.
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La amplitud es A = $(—a — a) = —a

En resumen: la amplitud de las funciones definidas por y = asenx y y = acosz es |a|.

Ejemplo 7.2
1. La funcion definida por y = 7sen z tiene como amplitud |7| = 7.

2. y = —v/3cosz, tiene como amplitud | — \/§\ = /3.

Dilatacion y compresion vertical de las graficas

Observemos que las ordenadas de los puntos de la grafica de la funcion y = af(z) son
las ordenadas de los puntos P de la grafica de la funcién y = f(z) multiplicadas por a,
mientras que las abscisas de P no sufren ninguna modificacion.

Supongamos que a > 0:

e Sia > 1, el valor de cada ordenada aumenta y la gréafica de y = af(x) muestra una
dilatacion o alargamiento en el sentido vertical en una proporciéon de a unidades,
con respecto a la grafica de y = f(x).

e Si 0 < a < 1, el valor de la ordenada disminuye y la gréfica de y = af(x) pre-
senta una compresion en el sentido vertical, en una proporcién de a unidades con
respecto a la grafica de y = f(x).

Ejemplo 7.3

En la figura 7.1 se representan las graficas de las funciones definidas por y = 2senz y
y = senx. Observamos que las ordenadas estan multiplicadas por 2 y no hay cambios en
las abscisas. La amplitud es 2.

Figura 7.1
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Reflexion con respecto al eje horizontal

Si el nimero a por el cual se multiplica la funcion f es negativo, se obtiene una reflexion
con respecto del eje de las abscisas, debido a que las ordenadas de los puntos de la gréfica
quedan multiplicadas por un niimero negativo.

e Si a < —1, la grafica se amplia en el sentido vertical en una proporcion de |af
unidades y se refleja con respecto al eje horizontal.

e S5i0>a> —1, la grafica se contrae en el sentido vertical en una proporcion de |al
unidades y se refleja con respecto al eje horizontal.

Ejemplo 7.4

En la figura 7.2 aparecen las gréficas de la funciones y = 2senx y y = —2senx. La
segunda es una reflexion de la primera con respecto al eje x.

Solucion

vl
wl
3

Reflexion respecto al eje vertical

Si una funcion esté definida como y = f(z), la grafica que se obtiene al reflejar su gréfica
con respecto al eje vertical es la grafica de la funcion y = f(—x).

Recordemos las igualdades del angulo opuesto estudiadas en la leccion 4 :
sen(—zx) = —senx, cos(—z)=cosz, tan(—z)= —tanz.

La grafica de la funciéon y = cos x coincide con su reflexion respecto al eje vertical.

Las graficas que se obtienen al reflejar las funciones seno o tangente respecto al eje ver-
tical son iguales, respectivamente, a las que se obtienen por su reflexion respecto al eje
horizontal.
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Ejemplo 7.5

En la figura 7.3 se muestran las graficas de la funciéon y = tant, en lineas punteadas, y
de la funcién y = tan(—t) = — tant; esta ultima es la reflexién de la primera funcion

respecto al eje vertical y.

/ 7
7 7 7
\// // \// t
Bnr .~ T .7 T -7 3jr
T 7 h— = 7/ x 7 -
2, 7 2 3 07 3
/ / /
/! / /
! I !
! ! I
I i 1
I I 1gura 7.3
[ |
I I I

Periodo de las funciones asenbxr y acosbx

Supondremos que el coeficiente b de la variable = es positivo, esto es b > 0. Esta suposicién
es suficiente para estudiar todos los casos, debido a las propiedades que conocemos sobre

angulos opuestos:
sen(—bx) = —senbx; cos(—bx) = cosbx.

Para calcular el periodo de las funciones sen bz y cos bx observamos que los valores toma-
dos por estas funciones deben repetirse en intervalos de longitud 27, para la variable

independiente bx. Asi,
0 < bz <2m.

Como b > 0, al dividir por b tenemos,

2
0< < —,
ST > b

Por lo tanto el ciclo completo o fundamental de las funciones asenbxr y acosbzr es la

porcion de las graficas definidas en el intervalo cerrado [0, 27”] Esto implica que el periodo

de estas funciones es p = 27”

Ejemplo 7.6

El periodo de la funcién sen 2z es p = 27” =T.

Ejemplo 7.7

En cada uno de las funciones dadas, encuentre su amplitud y su periodo:
1l.y= —}1 sen 7,

20



2. y = 2sen 3z,
3. y= —\/§COSQ:B.
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Solucién

1. y= —711 sen § tiene como amplitud A = | — }1| = i.
Para hallar el periodo, observamos que el coeficiente de = es . Encontramos en-

tonces que el perfodo de la funcion es: p = &F = 47,

N =

N

2. La funcién definida por y = 2sen 3x tiene como amplitud A = 2 y como periodo

p=7%.
3. y = —v/3cos 2z tiene como amplitud A = | — \/5] = /3 y su periodo es p = 27” = T.
Ejemplo 7.8
Represente graficamente la funcion y = — cos 2z, en el intervalo cerrado [—, 27|
Solucién
El periodo de la funcién y = — cos 2z es
27
— =
2

Trazamos primero la gréafica de la funciéon y = cos 2z, representada en la parte izquierda de
la figura 7.4 y después la reflejamos con respecto al eje horizontal, para obtener la grafica
de la funcién y = — cos 2x la cual aparece en la parte derecha de la figura 7.4.

El ciclo fundamental de funcion y = cos 2z es la porcion de gréfica en el intervalo [0, 7).
La gréfica se repite en intervalos de longitud 7. Tenemos en cuenta que en el ciclo
fundamental de la funcién coseno, la grafica corta dos veces al eje de las abscisas, tiene
un valor maximo 1 y un valor minimo —1. Nuestro objetivo inicial es buscar los puntos
de corte de la grafica de la funciéon y = cos2x con el eje = y los puntos en los que se

encuentran el maximo y el minimo de la funcién en el intervalo [0, 7].
. T 3
cos2xr =0 si 20=—- 06 2xr=—.
2 2
Entonces la grafica va a cortar al eje x, en v = 7 yen x = ‘%’r.

El maximo se presenta cuando cos2x = 1. Asi, 2x = 0, y por tanto z = 0. El minimo
ocurre cuando cos 2x = —1. Por ser 2r = 7, tenemos que x = 7.

Trazamos la grafica de la funcion y = cos 2x en el intervalo cerrado [0, 7]. Luego hacemos

la reflexion con respecto al eje horizontal para obtener la grafica de la funcién y = — cos 2z.
Véase la parte derecha de la figura 7.4. y
Yy
Yy = cos 2T Yy = —cos2x

WA

—17 -

[SEl

Figura 7.4
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Ejemplo 7.9

La figura 7.5 muestra la grafica de la funcion: y = 2sen 3x

R Yy =senx
e Yy = 2sen3x
21
= 1 A
s\ _37m [N\ /
’ \2 b | 4 | T
27'(" ‘ - \\ *‘% // |
~_ ~ 1 |
Figura 7.5

Observamos las siguientes caracteristicas: Amplitud: A = 2, periodo: p = %’T

Funciones y = asen(bx + ¢) y y = acos(bx + ¢) y sus graficas

Para analizar estas funciones tenemos que considerar su amplitud, periodo y desfasamiento.

Recordemos que siempre consideramos b > 0. La amplitud es |al, el periodo es 27”

Para determinar el desfasamiento escribimos las funciones en la formas

y=asenb(x+ )y y=acosb(x+

b) b)

Observamos que las graficas de las funciones y = asen bx y y = a cos bz se han desplazado
horizontalmente § unidades a la izquierda si ¢ > 0 y si ¢ < 0 hay un desplazamiento

horizontal de —19) unidades a la derecha.

Para las funciones y = asen(bx +¢) y y = acos(bz + ¢) se define el desplasamiento de fase

c
por 5

Ejemplo 7.10

Figura 7.6
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En la figura 7.6 representamos las grificas de las funciones y = sent y y = sen(t — 7).
Observe que la grafica de la segunda funcion es un desplazamiento horizontal de la grafica

de y = sent, g unidades hacia la derecha.

El desplazamiento de fase es igual a Z.

™
2

Cuando este nimero es positivo se puede interpretar geometricamente como la longitud
del segmento que separa horizontalmente ambas gréaficas. Los valores del rango de las dos
funciones coinciden, siempre y cuando el intervalo en el cual se considere cada una de las
funciones tenga una longitud mayor o igual al periodo de la funcion.

Ejemplo 7.11

En la figura 7.7 se hace la representacion grafica de la funciones y

—3sen(2r — %).

Caracteristicas:
a la derecha.

senr y y

)
3 A —— y=senx
J— s
— y=-3 (sen (230 — g))
P T -~
/37N 7 AN
2] / A 2T
174 | N | | | x
27_(_\ T —TI'P\ ‘71' , 71( T \\ 3\71_ VAl T
- 5 / senx
o 2, 1 2 \\2
9 L
3+
Figura 7.7

amplitud: A = 3, periodo: p = %’T, desplazamiento de fase:

o4
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Leccion 8

Identidades trigonométricas

En esta leccion estudiaremos un tipo especial de igualdades, conocidas como identidades
trigonométricas. Estas identidades juegan un papel muy importante en el Calculo, en la
Fisica y en otras ciencias, donde se usan para simplificar expresiones complicadas.

Una identidad es una igualdad entre expresiones que es valida para todos los valores
de las variables para las cuales estan definidas las expresiones involucradas en la igual-

dad.

Se llama tdentidad trigonométrica a una identidad que contiene expresiones trigono-
métricas.

Una igualdad que involucra expresiones trigonométricas y no es una identidad se llama
ecuacton condicionada o simplemente ecuacion.

Por ejemplo, la siguiente igualdad es una identidad ya que es vélida para todo ntimero
real x:

(x+1)?2=2"+20+1.

Mientras que la igualdad 22 — 1 = 0 es una ecuacién puesto que solamente es valida para
los valores x =1y x = —1.

Notacion: se denotaré por sen” ¢ a la expresion (sent)” y en la misma forma se escribiran
las n-ésimas potencias de las otras funciones trigonométricas.

Identidades fundamentales

Estas son las identidades béasicas. Algunas de ellas han sido consideradas antes.

e Identidades de cociente

sent cost
tant = —, cott = —.
cost sent
e Identidades reciprocas
1 1
csct = —, sect = ,
sent cost
1
cott = .
tant
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e Identidades pitagoéricas
sen’t + cos’t =1,
1+ tan®t = sec’t,

1+ cot?t = esc? t.

~

e Identidades del angulo (—

)

(

sen(—t) = —sent, cos(—t) = cost,
) t)
)

tan(—t

sec(—t) = sect, cse(—t) = —csct.

—tant, cot(—t) = — cot t,

Las identidades trigonométricas fundamentales se deducen inmediatamente a partir de
las definiciones de las funciones trigonométricas. En la figura 8.1, el punto P(x,y) esta
en el lado final del angulo ¢, el punto Q(z, —y) esté en el lado final del dngulo —¢. Las
definiciones de las funciones trigonométricas aparecen en el lado derecho de la figura
8.1.

(]
Yyp-—-A Pry)
|
t : sent:y, cost:f tant:y,
. r r x
¢ p ; S )
| cott = —, sect = — csct = —.
| Y xz )
—yr---NQ(z,—y)
Figura 8.1
Ejemplo 8.1
Demostremos algunas de las identidades fundamentales. Véase la figura 8.1.
cost
e cott = .
sent
Solucién
cost = E, sent = y,
r r
Y
cost
—_— = g — Y cot t.
sent e x
r

e sen’t + cos’t = 1.

Solucién

y2 ZE2 y2 + 132 T2
2t
T T

sen?t + cos’t =
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e 1+ cot’t = csc?t.

Solucién ) ) ) )

T +x T
1+cot2t:1+—2:y—2:—2:csc2.

Y ) Y
Dada una igualdad el problema de verificar que es una identidad consiste en probar
que esta igualdad es verdadera para todos los valores de la variable. El procedimiento
consistira en seleccionar uno de los lados de la igualdad y por medio de las identidades
fundamentales o alguna identidad ya conocida y de manipulaciones algebraicas obtener el

otro lado de la igualdad.
Ejemplo 8.2
Verifique cada identidad.
1. cost (tant + cott) = csct.
Solucién

Una buena idea es reemplazar las funciones trigonométricas en términos de las
funciones seno y coseno. También es buena idea efectuar los productos indicados
y simplificar al maximo las fracciones. En este caso, para iniciar, seleccionamos el
lado izquierdo de la igualdad por ser mas elaborado y contener més operaciones
para realizar. Asi,

sent cost sent cost
cost (tant+cott ) =cost| — + —— ) =cost- —— 4 cost - —
cost sent cost sent
cos?t sen’t + cos® t 1
=sent + = = =csct
sent sent sent

Con este procedimiento hemos verificado la identidad: cost (tant 4 cott) = csct.
2. sec*t —sec®t = tan*t + tan?¢.
Solucién

En este caso, al observar las potencias pares de las funciones tangente y secante que
aparecen en la igualdad, vemos que una buena estrategia es utilizar la correspondi-
ente identidad pitagorica 1 + tan?t = sec?t. Los dos lados de la igualdad parecen
apropiados para iniciar la verificacion. Tomemos el lado derecho de la igualdad.
Observemos que en el lado izquierdo no aparece ningin término que involucre la
funcion tangente. Entonces debemos reemplazar en términos de la funcion secante

tan*t + tan®t = tan®t (tan®t + 1) = (sec*t — 1)(sec? t) = sec*t — sec? t.

Hemos iniciado el procedimiento con el lado derecho de la igualdad y hemos obtenido
al final el lado izquierdo de la igualdad, verificindose la identidad.
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Férmulas de adicién y sustracciéon

cos(s +t) = cos scost — sen ssen t,
cos(s —t) = cos scost + senssent,
sen(s +t) = sen s cost + cos ssent,
sen(s — t) = sen scost — cos ssent,
tan s + tant
tan(s +1) = ———
(s +1) 1 —tanstant’
tans — tant
tan(s —t) =

1+ tanstant’

La demostracion de la primera igualdad requiere un procedimiento de construcciéon geo-
métrica un poco laborioso. Su demostracién aparece en el Apéndice. A partir de esta
identidad podemos verificar facilmente las otras identidades. Algunas de ellas son consi-
deradas en el ejemplo 8.3.

Ejemplo 8.3

Verifique las siguientes identidades
1. cos(s —t) = cosscost + sen ssent.
2. cos(§ —t) = sent.
3. sen(s+1t) =senscost + cosssent.

tans + tant
4 tan(s +1) = 1 —tanstant’

Solucién

1. Partimos del lado izquierdo de la igualdad y utilizaremos la identidad del coseno de
una suma de adngulos y las identidades del dngulo (—t).

cos(s —t) = cos(s + (—t)) = cos s - cos(—t) —sens - sen(—t) = coss - cost —sens - (—sent)

=coss-cost+sens-sent.

2. Partimos del lado izquierdo de la igualdad y utilizaremos la identidad del coseno de
una diferencia de dngulos

s s s
Cos <§ —t) = cosg-cost+sengsent =0-cost+ (1) -sent =sent.

3. Vamos a utilizar la identidad del numeral 2

m m
sen(s+t):cos<§—(s+t)>:COS<<§—5)—1§>
= cos (5 = 5) -cost dsen (5 5) -sent
=cos (5 —s)-cost+sen(g —s)-sen
m

=senscost + cos (g — <§ — S)) -sent = sen scost + cosssent.
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4. Partimos del lado izquierdo de la igualdad:

tan(s + #) sen(s+1t) senscost—+ cosssent
an(s = = .
cos(s +1t) cosscost—senssent

Dividimos el numerador y denominador por la expresion cos s cost. Entonces

sen scost cosssent

tan(s + ¢) = cosscost | cosscost _ _tans+tant
{— sen ssent 1 —tanstant
cos scost

Identidades de angulos dobles

e sen2t = 2sentcost,
e cos2t = cos’t — sen’t,

__ _2tant
 tan2t = 1—tan?t’

e cos2t =2cos’t — 1,
e cos2t =1 — 2sen’t.

Las tres primeras identidades se deducen inmediatamente de las identidades para suma de
angulos, al escribir 2t =t 4+ t. Las identidades cuarta y quinta se deducen de la segunda
combinada con la identidad pitagorica sen®t + cos?t = 1.

Ejemplo 8.4

Las siguientes identidades son inmediatas a partir de las identidades de angulos dobles:

9 1 —cos2t

sen“t = ———.
2

1+ cos2t

cos’t = T

Ejercicio 8.1
Calcule sen 75°, utilizando las funciones seno y coseno de los angulos 30° y 45°.

Observaciéon. Para probar que una igualdad dada no es una identidad, debemos encon-
trar al menos un valor de la variable para el cual no se satisface la igualdad.

Ejemplo 8.5
Demostremos que la igualdad tan x 4+ cot z = 0, no es una identidad.

Consideremos el valor x = 7. Entonces tan 7 +cot 7 = 1+1 = 2. Luego por no verificarse
la igualdad para un valor de la variable, la igualdad no es una identidad.
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Leccién 9

Ecuaciones trigonométricas

En esta leccion estudiaremos la solucién de ecuaciones trigonométricas, para lo cual es de
vital importancia el manejo de las identidades trigonométricas estudiadas en la leccion
anterior.

Una ecuacion trigonométrica es una igualdad que contiene expresiones trigonométri-
cas. A diferencia de las identidades trigonométricas, esta igualdad no tiene que satisfacerse
para todos los valores posibles de las variables.

En la mayoria de los casos nos interesa encontrar aquellos valores de la variable para los
cuales se satisface la igualdad. Esto es lo que se conoce como resolver la ecuacion. Los
valores de las variables que satisfacen la igualdad se llaman soluciones de la ecuacion.

Generalmente la variable de la ecuaciéon es un nimero real, con el cual se representa el
valor de un angulo dado en radianes.

Es importante tener en cuenta las siguientes observaciones:

1. Siempre es necesario mirar el conjunto en el cual estamos buscando la soluciéon. En
caso de que no se conozca este conjunto, suponemos que éste es el conjunto de los
numeros reales.

2. Podemos aplicar todas las reglas para simplificar y resolver ecuaciones algebraicas.

3. Es importante recordar que las funciones trigonométricas pueden tener el mismo
valor en cuadrantes diferentes, por lo cual hay que tener cuidado de tomar todos los
valores posibles del dngulo.

4. Como las funciones trigonométricas son periddicas entonces es necesario considerar
todos los valores posibles teniendo en cuenta el niimero de vueltas, anadiendo a las
soluciones un multiplo cualquiera de 27, es decir, un nimero de la forma 27k, con
k entero.

5. Al efectuar operaciones algebraicas tales como elevar a una potencia, o multiplicar
por un factor dado, pueden introducirse soluciones extranas, es decir, soluciones que
realmente no satisfacen la ecuacion original. Por este motivo es necesario verificar
las soluciones en la ecuaciéon original.

Ejemplo 9.1

Determine si z = 7 es solucién de la ecuacion sen(x 4 5) = —1. ;Es x = 7 una solucion
de la ecuacion?
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Solucién

Reemplazamos x por 7 en la ecuacion dada. El resultado es

sen (g + g) =sen(m) =0 # —1.

Concluimos que Z no es solucion. Ahora reemplazamos x por 7 en la ecuacion dada. El
2

resultado es
( N 7T) 3 1
sen(m+ =) =sen| — | =—1.
2 2

Asi x = 7 es una solucién de la ecuaciéon dada.
Ejemplo 9.2

Resolver la ecuacion 2cosx = cot x, para 0 < x < 27.
Solucién

Primero hacemos transformaciones para simplificar la ecuacion:

1
QCosx—cotx:cosx<2— >:0,
sen x

1
cosr=0 0 (2— >: ,
sen x

cosr=0 6 2senx—1=

1
cosr=0 6 senx = 5

Consideramos ahora las soluciones de las ecuaciones simplificadas en el intervalo 0 < z <
2.

e cosx = 0. Resultado: = =

SNERIE

e seny = % Resultado: = =

Verifiquemos ahora nuestros resultados reemplazando los valores de = en la ecuacion ori-
ginal

® v =11 2005(37“) :Ozcot(%”)
e v =% 2cos(g) =2 73:\/§:cot(%)
oz =12 2c08(%) =2 (—%) = —v/3 = cot(3).

Asi, todos los valores de x que obtuvimos son soluciones de la ecuacion.

Respuesta: Las soluciones de la ecuacion 2cosw = cotz, para 0 < z < 27 son: = = F,

— 37 Tz — 57
r=5,r=5y%="%.
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Ejemplo 9.3

Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica csc? x = 2 cot? x, para x en el conjunto de
los niimeros reales.

Solucién

Primero hacemos transformaciones para simplificar la ecuacion.
csc?x —2cot?xr =1+ cot’x —2cot’z =1 — cot’z = 0,

cot’zr =1,
cotr=1 6 cotax=-—1.
Recordemos que la funciéon cotangente es periddica con periodo 7. Consideramos ahora
las soluciones de las ecuaciones simplificadas en el intervalo 0 < x < 7.
e cotx = 1. Resultado: x = 7.
3

e cotx = —1. Resultado: z = Tﬂ'

Verifiquemos ahora nuestros resultados. Reemplazamos por ejemplo x = %T“:

w@(%g::Cj%>{:a%§:§:2:2izﬂ-mﬁ(%).

Por tanto x = %” es solucion de la ecuacion. Igualmente se verifica que x = 7 es solucion
de la ecuacion.

Ahora vamos a considerar todos los nimeros reales que satisfacen la ecuaciéon. Como
la funcién cotangente es periddica y tiene periodo m, las soluciones de la ecuaciéon en el
conjunto de los niimeros reales tienen la forma:

x:%+kmkez

xz%—k/ﬁr,kez

En la solucion de las ecuaciones trigonométricas con frecuencia algunas operaciones al-
gebraicas alteran la ecuacion original. Es posible que surjan algunas soluciones de las
ecuaciones intermedias que no son soluciones de la ecuacién original. Estas son comun-
mente llamadas soluciones extranas.

Ejemplo 9.4

Encuentre la solucién de la ecuacion trigonométrica
2cos’t +cost —1 =0, para 0 < t < 27.
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Solucién
Observe que ésta es una ecuacion cuadratica en cost. Entonces

~1+£VI+8 —1+3
y -

4 )

cost =

1
cost = 3 6 cost=-—1.

cost = %: Los valores de t en el intervalo 0 < ¢ < 27, son t = Tyt= %’r

cost=—1: t=m.

Facilmente se verifica que todos los valores obtenidos de ¢ son soluciones de la ecuacion.

La respuesta es t = 5,t = %’T yt=m.

Ejemplo 9.5

Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica:
cost+sent =1,0 <t < 27.

Soluciéon
Elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad

(cost +sent)* =1,

cos’t +sen’t + 2sentcost = 1,
14+ 2sentcost =1,

2sentcost = 0,

sent=0 6 cost=0.

Resolvemos estas dos dltimas ecuaciones en el intervalo 0 < ¢t < 2m.
. T, 3m
cost=0,sit== 06 t=—,
2 2
sent=0,sit=0 6 t=m.
Debido a que elevamos al cuadrado, es posible que hayan surgido soluciones extranas.

Debemos verificar si los valores de ¢ obtenidos son en efecto soluciones de la ecuacion
original.

et =0: cosO+sen)=1+0=1. Conclusiéon: t = 0 si es soluciéon de la ecuacion.

o t =m: cosm+senm = —1+0% 1. Conclusion: ¢t = 7 no es solucion de la ecuacion
originalmente dada.

ot = g: cosg + seng =0+4+1=1. Conclusion: ¢t = % si es solucién de la ecuacion.

ot = 37”: cos%’T + sem%7r =0+ (—1) = —1 # 1. Conclusion: t = 37“ no es solucion de
la ecuacion.

Respuesta: las soluciones de la ecuacion cost +sent = 1, para 0 <t < 2w, son: t =0y
t=27I.
2
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Leccion 10

Resolucion de triangulos I: ley del coseno

En esta leccion trataremos el tema de la resolucion de triangulos para el caso general,
en el cual no necesariamente tenemos un angulo recto. Los lados y dngulos conocidos
en un tridngulo dado determinan la posibilidad de resolverlo y la metodologia que podra
utilizarse. Iniciaremos el estudio con la ley del coseno y en la proxima lecciéon estudiaremos
la ley del seno.

Uno de los resultados conocidos que estaremos utilizando a lo largo de esta lecciéon es el
siguiente teorema

Teorema 10.1

La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180°, lo cual equivale
a 7 radianes.

Resolver un tridngulo significa encontrar la longitud de sus lados y la medida de sus
angulos. Para hacer esto necesariamente necesitamos conocer la longitud de uno de sus
lados. Ademas, como veremos, se requiere conocer otras dos cantidades.

Si se conocen tres datos en un tridngulo y uno de los datos es un lado, tenemos las
siguientes cuatro posibilidades:

e Se conocen tres lados.

e Se conocen dos lados y el &ngulo comprendido entre ellos.
e Se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.
e Se conocen un lado y dos angulos.

La ley del coseno se usa para resolver los tridangulos en los dos primeros casos y la ley
del seno en los dos ultimos casos.

En la figura 10.1 aparece la notacién que usaremos para representar los lados y angulos
del triangulo AABC'. Denotaremos los angulos utilizando las letras de los vértices corres-
pondientes. Otra notacion usual es usar las correspondientes letras griegas o, 8y v para los
angulos correspondientes a los vértices A, B y C, respectivamente. También se utilizaran
estas letras para designar las medidas de los angulos en grados o en radianes.

Para nombrar los lados y también para designar su longitud, utilizaremos, generalmente,
las letras mintsculas correspondientes al vértice opuesto.
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A c B A B
Tridngulo AABC Triangulo AABC
Figura 10.1

Teorema 10.2 Ley del coseno

En un tridngulo AABC, con lados a, b, y ¢ y angulos opuestos A, By C' se tiene que

a? =b* + ¢ — 2bccos A,
b* = a® + ¢ — 2accos B, (10.1)
c? = a®+b? — 2abcos C.
El teorema afirma que en cualquier triangulo el cuadrado de la longitud de uno de sus
lados es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados menos el

doble producto de las longitudes de estos dos lados multiplicado por el coseno del angulo
comprendido entre ellos.

Este teorema también es comiinmente conocido como teorema de Pitagoras generalizado,
ya que el teorema de Pitagoras es un caso especial de éste, cuando el angulo comprendido
entre los dos lados es recto (cos 90° = 0).

Ejemplo 10.1

Se conocen los tres lados de un triangulo a = 2,0 = 2.5,¢ = 4. Determine sus angu-
los.

Solucion

Determinamos los angulos mediante las siguientes expresiones, las cuales se deducen in-
mediatamente de las ecuaciones (10.1):

P4 —a® (252 +42-2° 6254164  18.25

cos A= 2bc 2254 20 20
A~ 24.15°
gL CHEY 2442 (25 4416-6.25 1375
2ac 2(2)(4) 16 16
B ~ 30.75°,
s CHY — 2+ (25)° -4 4462516 —5.75
2ab 2(2)(2.5) 10 10

C =~ 125.10°
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Observemos que cos C' es negativo. Esto indica que C' es un angulo obtuso, (mayor de
90°). La suma de A, By C es 180°.

Ejemplo 10.2

Se conocen dos lados de un triangulo a = 2,0 = 2.5 y el angulo comprendido entre ellos
C = 60°. Determine sus angulos restantes y el lado c.

Solucién
Por la ley del coseno ¢ = a? + b* — 2ab cos C:

1
® =2 +(25)*—-2-(2)-(2.5) cos60° = 4+ 6.25 — 10 - 5 =524,

c =~ 2.29.

Para hallar los demés angulos, puede usarse la ley del coseno.

4 V¥ +c2—a?  (25)2+(2.29)2—-22 625+524—4 749
COS = ~ =~ ~
2.5)(2.29) 11.45 11.45

2bc 2(
A =~ 49.11°
g CHEE 2242200 (25)) 44524-625 299
2ac 2(2)(2.29) 0.16 9.16’
B =~ 70.92°.

Es conveniente revisar nuestros resultados.

Primer método: la suma de los angulos obtenidos es A+B+C ~ 49.11° + 70.92° +
60° =~ 180,03°. Este es un resultado muy aproximado a 180°.

Segundo método: podemos confirmar de nuevo, el valor conocido como un dato del pro-
blema, C' = 60°.

A +0% —c* 224 (252 (29 4+4625-524 501
2ab 2(2)(2.5) - 10 10

cosC =

El angulo C' es aproximadamente 59.96° =~  60°.

Respuesta: ¢ es aproximadamente igual a 2.29 y los dngulos son C' = 60°, A es aproxi-
madamente igual a 49.11° y B es aproximadamente igual a 70.92°.
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Leccion 11

Resoluciéon de triangulos II: ley del seno

En esta lecciéon continuaremos el tema de la resoluciéon de triangulos para el caso general,
estudiando la ley del seno.

Como vimos en la leccion anterior, conocidos tres datos en un tridngulo, incluido un lado,
tenemos las siguientes cuatro posibilidades:

e Se conocen tres lados.

e Se conocen dos lados y el &ngulo comprendido entre ellos.

e Se conocen dos angulos y un lado.

e Se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.
La ley del seno que veremos a continuaciéon se usa en los dos ultimos casos.
Teorema 11.1 Ley del seno

Dado un triangulo AABC' con lados a, b y ¢ y édngulos opuestos A, B y C se tiene
que

sen A _ sen B _ senC" (11.1)
a b c

Observacion 1. El teorema anterior podra aplicarse cuando son conocidos dos dangulos y
un lado. El tercer angulo queda plenamente determinado pues la suma de los tres angulos
es igual a 180° (6 7 en el caso en el cual los angulos sean dados en radianes). Los otros
dos lados se calculan facilmente usando la ecuacion (11.1).

Ejemplo 11.1

Resuelva el tridngulo AABC, conocidos los angulos o = 70°, g = 60° y el lado a = 2
cms.

Solucion

En primer lugar hallamos el dngulo ~, teniendo en cuenta que o + 5 + v = 180°:
v = 180° — 70° — 60° = 50°.
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Utilizaremos ahora la ley del seno para calcular las longitudes de los lados b y ¢

sen 70° _sen 60°
2 - b
sen 60°
b = 2. ~ 1.84
sen 70° ’
sen 70° ~ sen 50°
2 a c
sen H0°
= 9. ~ 1.63.
¢ sen 70°

Observacion 2. El segundo caso en el cual podemos utilizar la ley del seno para resolver
un tridngulo es cuando se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos, el cual
sera denotado en forma general por D. Es evidente que la ecuacion (11.1) puede utilizarse
facilmente, para determinar el seno del angulo opuesto al segundo lado conocido. Sin
embargo en este punto tenemos que ser cuidadosos al resolver la ecuaciéon

sent =m, (11.2)

donde t es una variable desconocida que puede ser cualquiera de los tres dngulos A, B 6
C'y m es un valor conocido mayor o igual a cero. Si m es mayor que 1, la ecuacion (11.2)
no tiene soluciéon debido al resultado bien conocido: —1 < sent < 1.

Por otra parte, si 0 < m < 1 existen dos soluciones posibles para la ecuacion (11.2).
Llamemos estas soluciones t = t; y t = t, donde el d4ngulo ¢; es un angulo agudo y ¢, es
un angulo obtuso.

Si la medida del angulo t5 4+ D es mayor o igual que dos angulos rectos, entonces t = t5 no
es una solucion aceptable para nuestro triangulo puesto que la suma de los tres angulos
interiores de un triangulo debe sumar 180° ( 6 7). En este caso existe una tnica solucion
t = t; de la ecuacion (11.2), que es una soluciéon aceptable para el triangulo AABC'.

Si ts + D es menor que dos angulos rectos, existen dos soluciones para el tridngulo una
de ellas incluye al dngulo t; y al angulo D y la otra incluye al dngulo ¢5 y al angulo
D. Todavia tenemos que hallar el tercer angulo de cada una de estas dos soluciones.
[lustraremos estas ideas en los tres ejemplos siguientes.

Ejemplo 11.2

Determine cuéntos triangulos pueden construirse con la informaciéon dada. Resuelva los
triangulos

l.a=4,b=3, 5 =060°.
Solucion

Por la ecuacion (11.1)

senav sen 60°
4 N 3 7
o V3
60 = 2-v3
senay = 4.2 :4-12—\/_%1.15
3 3 3
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Luego, no existe ningtn valor de « que satisfaga la ecuacion sen a = %ﬁ pues sen «
es mayor que 1. No hay ningun tridngulo que se ajuste a los valores dados.
.a=5b=5 a=30°

Solucién

Por la ecuacion (11.1)

sen30°  senfd
5 N 5
sen 30° 1 1
= 5. =5.2="_,
sen 3 3 3 5

Las soluciones de la ecuaciéon sen = %, estan en el primer y segundo cuadrante.
Las podemos llamar 31 y Ba:

B = 30° y [ = 180°—-p =150
Tomamos el angulo mayor para verificar si éste es apropiado. Observamos que
a+ P2 = 30° 4+ 150° = 180°.

Observe que si escogemos B2 = 150° entonces a+ P2 = 180° y no queda espacio para
el angulo . Por lo anterior, la tnica solucion es § = f; = 30°. El tercer angulo v
satisface

v =180° —a — B = 180° — 30° — 30° = 120°.

El tercer lado ¢ satisface la ecuacién

sen30°  senvy
5 B c ’
o V3
120 5
¢ = 5. - 5.2 - 53
sen 30° 3

Luego, hay un solo tridngulo que satisface las condiciones dadas:

a=5b=>5c=5V3a=230°43=30°~y=120°.

.a=3,b=4, a=30°
Solucién

Por la ecuacion (11.1)

sen30°  senfd
3 B 4
sen 30° 1 2
= 4. = 4.2 ==
sen (3 3 3 3
b1 &~ 4181° y By = 180°—=p; =~ 138.19°.
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Observamos que
30°+ 6, ~ 30°+138.19° < 180°.

Por lo cual el angulo [, también es solucion del problema y las soluciones son
B1~41.81°y By ~ 138.19°. Para cada uno de estos valores hay un valor para
el tercer angulo v; v v que satisfacen

v = 180°—30° —41.81° = 108.19°,
vo = 180° —30° —138.19° = 11,19°.

El tercer lado satisface las ecuaciones

sen30°  senvy
3 n C1 ’
sen 108.19° 0.95
= 3 — =~ 3-— = bHT
“ sen 30° 0.5 ’
sen30°  senvy,
3 N Co ’
senll, 19° 0.19
— T 3.2 ~1.14.
“ sen 30° 0.5

Luego, hay dos triangulos que satisfacen las condiciones dadas:
a=3b=4,c~57a=30°0~41.81° v~ 108.19°,

a=3,b=4c~1.14,a =30, 8 ~ 138.19°,v ~ 11.19°.
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Leccién 12

Linea recta I

En el plano cartesiano una linea recta o recta es el conjunto de puntos cuyas coordenadas

satisfacen una ecuacion del tipo
ar+by+c=0 I

donde a, b y ¢ son constantes reales, con a # 0 6 b # 0. Esta ultima ecuacién se conoce
con el nombre de forma general de la ecuacion de la recta en el plano.

En el caso de una recta que no es vertical, las coordenadas de los puntos pertenecientes a
la recta satisfacen una ecuacion del tipo y = max + b, donde m y b son constantes reales.

La constante m se llama pendiente de la recta y es la tangente del angulo de inclinacion
de la recta (4ngulo que forma la recta con el semieje x positivo, medido en sentido
antihorario, desde el semieje x positivo hasta encontrar por primera vez la recta, véase
la figura 12.1). La constante b es la coordenada del punto donde la recta intercepta el eje
Y, que corresponde al punto de la recta para el cual x es 0.

y=mx+0b I

se conoce con el nombre de ecuacion de la recta en la forma pendiente—intercepto.

La ecuacién

Notemos que en el plano una linea recta esta completamente determinada por dos puntos
distintos que estan sobre ella.

Q(Iz’yz)

Figura 12.1
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Si una recta pasa por los puntos P(x1,y1) vy Q(x2,v2), 1 # T, podemos demostrar que
la pendiente m de dicha recta esta dada por

Y2 — W1
m =tana = ,
T — X1

donde a es el d&ngulo de inclinacion de la recta.

La pendiente es la razén entre el desplazamiento vertical y el desplazamiento horizontal,
cuando pasamos de un punto a otro sobre la recta.

desplazamiento vertical

- desplazamiento horizontal”

(zzyyz)

Desplazamiento
Vertical
(z.,y,)

a

Desplazamiento

/ (0,b) Horizontal

Figura 12.2

Observemos que la pendiente de la recta es independiente del orden en que tomemos los
puntos P(x1,y1) v Q(z2,y2) para calcular los desplazamientos verticales y horizontales.
Es decir,

o Y2= Y1 — Y2

N To — X1 N 1‘1—232.

m

Si una recta pasa por los puntos P(z1,41) v Q(x2,y2), donde z1 # x, otra manera de
escribir la ecuacion de dicha recta es

Y2~
Yy—ihn = ($—$1),
T2 — I
que es equivalente a y = mx + b, con m = Y2 —y17y b=y — Y2 _ylxl.
Lo — X1 To — X1

Como consecuencia de la observacion anterior tenemos que, la formula punto—pendiente
para hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(xg,%0) v tiene pendiente m
esta dada por

y—yozm(l’—%)-
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Ejemplo 12.1
Grafique la recta L cuya ecuacion es y = 3z — 2.
Solucién

La grafica de dicha recta es el conjunto de puntos (z,y) € R? tales que y = 3x — 2, o sea,
el conjunto de todos los puntos de la forma (x,3z — 2), donde x € R. Esta recta tiene
pendiente m = 3 y corta el eje y en (0, —2).

Como sabemos que la recta pasa por el punto (0, —2), para graficarla necesitamos otro
punto que podemos obtener hallando el valor de y para un valor de z # 0. Si x = 1,
y = 3(1) —2 = 1 y entonces el punto (1, 1) también esté sobre esta recta. A continuacion,
ubicamos en el plano cartesiano los puntos (0, —2) y (1,1), y con una regla trazamos la
linea recta que pasa por dichos puntos (véase la figura 12.3).

-0.5

/ 1 1.5

Figura 12.3

Como la pendiente de la recta es 3, si consideramos dos puntos diferentes sobre la grafica
y medimos el desplazamiento vertical entre ellos, éste es el triple del desplazamiento
horizontal entre estos puntos.

Ejemplo 12.2

Halle la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,—1) y (=3, 2).
Solucién

Primero calculamos la pendiente m de la recta y = mx+b empleando los puntos (z1,y;) =
(]-a _1) y (x27y2) - (_372)
_ YU 2—(-1) 3

m

Ty — X1 -3—-1 N 4

Para obtener b basta con reemplazar cualquiera de los puntos en la ecuacion, es decir,

reemplazando, por ejemplo, el punto (z1,y1) = (1,—1) en la ecuaciéon y = —1F + b,
1
obtenemos que —1 = —Z(l) +b, b= 1 Concluimos que la ecuaciéon de la recta que
3 1
pasa por los dos puntos es y = —Z:r; 1 (véase la figura 12.4).
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-4 -3 -2 -1 1 2 3
_1\.

Figura 12.4

Ejemplo 12.3

La ecuaciéon y = 2 corresponde a una recta con pendiente m = 0 que corta al eje y en el
punto (0,2). Su grafica es el conjunto de puntos (z,y) € R? tales que y = 2. Esta recta es
una recta horizontal, ya que para cualquier valor de z, y = 2 (véase la figura 12.5).

Y

-1

Figura 12.5

Observaciones

1. La pendiente m de una recta puede ser positiva, negativa o cero. En el caso de una
recta vertical la pendiente no esté definida (véase la figura 12.5).

Yy Yy Yy Yy
—_— \

D)
¢
T L T ~ T T

m =0 m > 0 m < 0 m indefinida

Figura 12.6
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2. La pendiente no esta definida para rectas verticales, ya que dos puntos cualesquiera
sobre una de estas rectas tienen la misma componente en z. La ecuacién de una recta
vertical es de la forma x = b, donde b es una constante.

3. La pendiente de una recta horizontal es siempre igual a 0.

Distancia de un punto a una recta

Dados un punto P(xg,%o) y un recta L con ecuacion ax + by + ¢ = 0 queremos hallar la
distancia del punto P a la recta L (véase la figura 12.7-izquierda).

) Yy _
ar+by+c = 0 y = mx+d
P(wﬂ’yU) P(:BU’yl))

L dy(P)

Figura 12.7

Esta distancia es la longitud del segmento de recta que une el punto P y el punto mas
cercano a él sobre la recta L (véase la figura 12.7-derecha). La distancia de un punto
P(z¢,y0) a la recta L con ecuacion ax + by + ¢ = 0 estéa dado por

_Jaxe + byo + ¢

dp(P)

Ejemplo 12.4
Halle la distancia del punto P(2, —5) a la recta que pasa por los puntos (5, —1) y (=3, 6).
Soluciéon

Primero calculamos la ecuacion de la recta en la forma pendiente—intercepto y = max + b.
La pendiente m esta dada por

—-1-6 7

TTE-(y) 8

7
Para obtener b reemplazamos el punto (5, —1) en la ecuacion y = —gx + b y obtenemos

27
que —1 = —=(5) +b, es decir, b = —. Concluimos que la ecuacion de la recta en la forma

. . 27 .
pendiente—intercepto es y = ——x + — y la ecuaciéon de la recta en la forma general es

8 8
Tr 4+ 8y — 27 =0.
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Ahora, empleando la formula anterior, la distancia del punto P(2, —5) a la recta que pasa
por los puntos (5, —1) y (—3,6) es

7(2) +8(—5) —27] 53

NCEXD V113

d —

Ejercicios
1. Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3,—1) y forma un angulo de
60° con el eje X.

Rta: \/gx—y:4+3\/§.
2. Hallar las pendientes m y las intersecciones b con el eje Y, de las siguientes rectas:
(a) 3z —by — 10 = 0.
(b) 4z 4+ 3y — 18 = 0.
(c) Bz+y=T.
(d) 2z —3y —5=0.
Rta: mz%yb:—Q,m:—gybzﬁ,m:—?)yb:?,ngyb:—

wlot

3. Calcule la ecuacion de la recta que cumpla las condiciones dadas.
(a) Pasa por el punto P (—2,4) y tiene pendiente —1.
(b

(—3,2) y tiene pendiente 2.
(c) Pasa por el punto P (2,4) y tiene pendiente 3.
(—

Pasa por el punto P

(d) Pasa por el punto P (—4,—6) y tiene pendlente 2

( (=1, -2)y (4,3).
(f) Pasa por los puntos (—2,—-2) y (5, 2).
(

)
)
)
e) Pasa por los puntos
)
(g) Pasa por los puntos (5, —1) y (—4, 3).
(h) Pasa por los puntos (2,1) y (—6,5).
(i) Las intersecciones con los ejes X y Y son, respectivamente, 2 y 7.

Rta: x+y—2=0,2x—-3y+12=0,3z—y—2=0,5x—-Ty—22=0,z—y—1 =0,
dr—Ty=6,4r+9y —11=0,xr+2y —4=0, 7o +2y — 14 = 0.
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Lecciéon 13

Linea recta 11

Cuando graficamos dos rectas L, y Lo en el mismo plano cartesiano, nos encontramos con
uno y solo uno de los siguientes casos:

(a) Lasrectas Ly y Lo tienen todos los puntos en comtin, es decir, una se monta comple-
tamente sobre la otra. Cuando esto sucede decimos que Ly y Lo son coincidentes.

(b) Las rectas L; y Ly no poseen puntos en comun, es decir, nunca se cortan. En este
caso decimos que Ly y Lo son paralelas y escribimos Ly || L.

(c) Las rectas Ly y Ly tienen un tnico punto en comin P. En dicho caso decimos que
Ly y Ls se cortan o interceptan en el punto P.

Y
Y Yy
L, L, L,
L,
L,
L,
z z z
(a) Rectas coincidentes (b) Rectas paralelas (c) Rectas que se interceptan
Figura 13.1

En la situacion (c), cuando las rectas al cortarse forman 4 angulos rectos, decimos que las
rectas Ly y Ly son perpendiculares y escribimos L; | L,. Gréaficamente se acostumbra

usar un pequenio cuadrado para indicar la presencia de un angulo recto (véase la Figura
13.2).

Figura 13.2
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Rectas paralelas y perpendiculares

Sean L1 y Lo dos rectas distintas no verticales, con pendientes my y mo, respectivamente.
Los conceptos de paralelismo y perpendicularidad entre estas dos rectas se pueden estudiar
muy facilmente haciendo uso de sus pendientes. Se puede demostrar que L; y Lo son
paralelas si sus pendientes son iguales, o que son perpendiculares si el producto de sus
pendientes es igual a —1.

L1 ” L2 sl y s6lo si mip = mao.

L1 _LL2 Siné]O si mi 'mgz—l.

En el anterior resultado excluimos a las rectas verticales, ya que éstas no poseen pendiente.
Con respecto a este tipo de rectas podemos decir que:

e Dos rectas verticales distintas son siempre paralelas.

e Una recta vertical es siempre perpendicular a cualquier recta horizontal.

Ejemplo 13.1

Use la nocién de pendiente de una recta para determinar si los puntos del plano A(—3, —4),
B(—1,-1) y C(3,5) son colineales o no, es decir, si estan o no sobre la misma recta.

Solucién

Para descubrir la manera més facil de resolver este problema, grafiquemos primero estos
puntos en el plano cartesiano.

C (3,5)

1 2 3 4 5 6

A (-3,-4)

' ' ' ' | '
[ L B N I

Figura 13.3

Sea L la recta que pasa por los puntos A y B con pendiente m, y sea Ly la recta que
pasa por los puntos B y C' con pendiente mo. Para que estos tres puntos sean colineales,
las rectas Ly y Lo deben ser coincidentes, es decir, deben tener la misma ecuacion. Como
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ambas rectas tienen un punto en comun (el punto B), para saber si estas rectas tienen la
misma ecuacién, basta con averiguar si ellas tienen igual pendiente. Veamos:

—1—(-4) -144 3
myp = = = =

S —1—(=3) —-1+4+3 2’

5—(-1) 541 6 3
m2 = = = - = —,
3—(-1) 341 4 2
Luego m; = mqy y por lo tanto L; y Lo son coincidentes, con lo cual podemos concluir
que los puntos A, B y C' son colineales.

Ejemplo 13.2

Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,2) y es perpendicular a la recta
que pasa por los puntos A(1,1) y B(5,—1).

Solucion
Y
6
L, ;
4

L,

3
A P(3,2)

1

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0] 1 3\4\5\6

-1 B

-2
-3
7
-6

Figura 13.4

Sean L, la recta que queremos hallar y Ly la recta que pasa por los puntos Ay B. Denote-
mos por my y by la pendiente y el intercepto con el eje y de la recta Lq, respectivamente;
es decir, la ecuacion de Ly es y = mq x+b;. Asi mismo denotemos por ms la pendiente de
la recta Ly. Empleando los puntos (z1,y1) = (1,1) y (z2,y2) = (5, —1) podemos calcular
ms, obteniendo que
o —1-1 -2 1
(e e ]
Sabemos que L; L Lo siy s6lo si my - mo = —1, esto es
1

mlz——:
ma

|
I‘}_n

N =

= 2.

Asi la ecuacion de Ly es y = 2 x+by. El valor del intercepto b; se obtiene al reemplazar el
punto P(3,2) en la ecuacion de la recta, es decir, 2 = 2 (3) + b;. Por lo tanto, la ecuacion
de la recta Ly esy =2 x — 4.
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Ejemplo 13.3

Demuestre que los puntos del plano A(—3,2), B(—1,5) y C(5,1) corresponden a los
vértices de un triangulo rectangulo.

Solucién

-6 -5 4 -3 -2 -1

Voo s a
D N R W N = O R

Figura 13.5

La Figura 13.5 sugiere que el angulo recto parece estar en el vértice B. Sea L; la recta
que pasa por los puntos A y B, y sea Ly la recta que pasa por los puntos B y C. Para
probar que el triangulo ABC' es rectangulo en B, basta demostrar que L; es perpen-
dicular a Ly. Para tal fin, calculemos las pendientes m; y mo de las rectas Ly y Lo,
respectivamente:

5—2 3 3
mqa = = = —
T (=3) —143 2
y
1-5 —4 —4 2
mo = = = — = ——,
" 5-(-1) 5+1 6 3
3 2 .
Como my - my = 5 —3)= —1, entonces L; 1 Lo, y asi probamos que el triangulo

ABC' es rectangulo en el vértice B.
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Leccion 14

Circunferencias

Definicion

Llamamos circunferencia al conjunto de los puntos del plano tales que su distancia a un
punto fijo, llamado centro, es una constante positiva fija r > 0. Dicha constante positiva
r recibe el nombre de radio de la circunferencia.

Construccion de la circunferencia

Podemos construir una circunferencia como se muestra en la figura 14.1.

%ﬁz

Figura 14.1

Se elige una cuerda de longitud » > 0. Se fija un extremo de la cuerda en el punto C.
La curva que se describe al mover la punta del lapiz manteniendo tensionada la cuerda es
una circunferencia con centro ubicado en el punto C'y con radio 7.

Ecuacion de una circunferencia

Consideremos una circunferencia con centro en el punto C' = (h,k) y radio r > 0, y
supongamos que P = (x,y) es un punto de la circunferencia.
Puesto que P es un punto de la circunferencia su distancia a C' debe ser igual a r. Usando
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la formula de la distancia se obtiene

d(P,C) =r,
V=P =,
z—c)l+ (y—k)?=r% (14.1)

Observe que si el centro de la circunferencia estd ubicado en el origen del sistema de
coordenadas cartesianas, esto es, si C' = (h, k) = (0,0), la ecuaciéon anterior se reduce a
la forma maés simple

2%+ y2 =72 (14.2)

Grafica de la circunferencia con centro en (0,0) y radio r > 0
En este caso el centro de la circunferencia es el origen del sistema de coordenadas y se
observan las siguientes caracteristicas.

Simetrias

Observe que en la ecuacion de la circunferencia
2 2 2
T +y =r7,

al reemplazar x por —r o y por —y, obtenemos la misma ecuacion, ya que (—z)? = z?

v (—y)?* = y*. Esto significa que la grafica de la circunferencia con centro en (0,0) es
simétrica respecto al eje y y al eje x.

Interceptos con los ejes

Si hacemos x = 0 en la ecuacion de la circunferencia se obtiene que

y2 ITQ.

Esta ecuacion tiene dos soluciones: y = r y y = —r, lo cual significa que la grafica
de la circunferencia con centro en (0,0) intercepta el eje y en los puntos A; = (0,7) y
Ay = (0, —r). Observe que el centro C resulta ser el punto medio entre estos dos puntos.
Por otro lado, si hacemos y = 0 en la ecuaciéon de la circunferencia, obtenemos

xt=r.
Dicha ecuacion tiene dos soluciones: x = r y x = —r. De esta manera concluimos que la

grafica de la circunferencia intercepta al eje x en los puntos By = (—r,0) y By = (r,0).

A cada segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia y pasa por el centro se
le denomina didmetro, en particular el segmento A; A5 es un diametro de la circunferencia.
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La figura 14.2 muestra la grafica de la circunferencia con centro en C' = (0,0) y radio
T.

)
A‘:(o,f‘)
<
Bl*('r’o) Bz*(T’o)
C=(0,0) €T
A,=(0,-7)
Figura 14.2

Grafica de la circunferencia con centro en C' = (h, k) y radio r

Consideremos ahora una circunferencia de radio r, cuyo centro esta ubicado en cualquier
punto del plano y supongamos que las coordenadas de dicho punto son (h, k). Como se
dedujo anteriormente, la ecuacion de esta circunferencia es

(x—h)?*+ (y—k)* =12

En este caso la forma de la circunferencia es igual a la del caso anterior y se puede verificar
facilmente, usando la ecuacién anterior, que los puntos notables C', Ay, Ay, B; v By de la
figura 5.3 tienen las siguientes coordenadas:

o C'=(hk).
o Ay =(hk+r)y Ao = (h,k—r).
e Bi=(h—rk)y Bo=(h+rk).
La grafica de esta circunferencia es presentada en la figura 14.3.
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A,=(h,k+r)

B,=(h-r,k) B,=(h+r,k)

A,=(h,k-r)

Figura 14.3

Ejemplo 14.1

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que que tiene como extremos de uno de sus
didmetros a los puntos A; = (0,5) y Ay = (0, —5).

Solucién

Observamos que el centro de la circunferencia es el punto medio entre los puntos A; y As,
esto es 1 1
Adembés el radio de la circunferencia es r = 5. Por lo tanto la ecuacién de la circunferencia
es

oyt = (5)"
2% 4y = 25.

Ejemplo 14.2

Halle los elementos y trace la grafica de la circunferencia cuya ecuacion esta dada por

2% +y® — 22 + 4y — 20 = 0. (14.3)

Solucién

Primero reescribimos la ecuacion (14.3) de una manera apropiada y para ello debemos
completar los cuadrados perfectos como sigue:
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(2 =20+ 1)+ (y* +4y +4) —20—1 -4 =0,
(=12 +(@y+2)?—25=0,
(x—1)*+ (y+2)* = 25,

(z—1)°+ (y — (=2))* = (5)

A partir de la ecuacién anterior concluimos que tenemos una circunferencia con centro
en C' = (1,—2) y radio » = 5. Los puntos notables en la circunferencia se ubican en las
siguientes coordenadas:

o A =(1,-2+5)=(1,3) y Ay = (1,-2—5) = (1, 7).
e By=(1—5,-2)=(—4,-2) y By = (14+5,—2) = (6,—2).

La grafica de la circunferencia se presenta en la figura 14.4.

Y

A,=(1,3)

Blz(-45-2)

A2:(17'7)

Figura 14.4
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Lecciéon 1D

Parabolas

Definiciéon

Llamamos parabola al conjunto de puntos del plano tales que su distancia a una recta
fija, llamada directriz, es igual a su distancia a un punto dado, exterior a la directriz,
llamado foco.

En la figura 6.1 se ilustra la condiciéon que debe cumplir cada punto de la parabola: la
distancia del punto a la directriz es igual a la distancia del punto al foco.

Punto de la

YU pardbola

Dairectriz

Figura 15.1

La recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz R se denomina eje focal de
la parabola. El punto en el cual el eje focal intersepta a la pardbola se llama vértice de
la pardbola. Observemos que, por la definicion de parabola, el vértice es el punto medio
del segmento sobre el eje focal que une el foco con la directriz.

La recta que pasa por el foco y es paralela a la directriz R intersepta a la parabola en dos
puntos. Al segmento que une estos dos puntos se le llama lado recto. La terminologia
anterior se ilustra en la figura 6.2.
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(z,9)

(p70) p<O0 €T

T=-p

Figura 15.2

Ecuacion de la Parabola

Ahora nos planteamos el problema de escribir una ecuacién que caracterice los puntos de
una parébola dada. Para tal efecto consideramos el sistema de coordenadas cartesianas
xy en el plano. Por simplicidad, nos limitaremos al caso en que el vértice de la parabola
es el origen (0,0) y su eje focal es el eje z o el eje y:

a) Si el eje focal es el eje y, el foco esta ubicado en un punto de la forma (0, p) con
p>00p<O.

b) Si el eje focal es el eje x, el foco esta ubicado en un punto de la forma (p,0) con
p>0o0p<O.

Comencemos con el caso a). Como veremos, la situacion es la descrita en las figuras 6.3
y 6.4.

Pardbola

\ Foco /
Lado Recto

~_ -

Vértice R

Eje Focal

Figura 15.3

90



r=-p y

(z,y)
(p,0)
. T
0
p>0
Figura 15.4
En este caso la ecuacion de la directriz esta dada por la y = —p (pues el vértice (0,0)

equidista del foco y de la directriz). Si tomamos un punto P = (z,y) en la parabola, por
la definicion de parabola la distancia entre (x,y) y (0, p) es igual a la distancia entre (z,y)
y la recta y = —p. Ademaés, notemos que la distancia de (x,y) a la recta y = —p es igual
a la distancia entre (z,y) y (x,—p). Asi:

V(e =02+ (y—p?=(z -2+ @y - (-p)?
Vi + (y—p)? =y +p)?
22+ (y—p)* = (y +p)
2yt —2py +p° =y + 2py + 7,
z? = 4py,

o equivalentemente,
1
2

= —zx°. 15.1
e (15.1

Y

Observemos que al reemplazar x por —z en la ecuacion (15.1), ésta no cambia. Asi (x,y)
es un punto de la parabola si y solo si (—z,y) es un punto de la parabola. Esto es, la
parabola es simétrica con respecto al eje y. Ademas, si p > 0, entonces de la ecuacion
(15.1) vemos que y > 0. Notemos que cuando x toma valores grandes y positivos, o
grandes y negativos, y toma valores grandes y positivos. En este caso la parabola se
“abre” hacia arriba (véase la figura 6.3).

Si p < 0, entonces de la ecuacion (15.1) vemos que y < 0. Notemos que ahora cuando
x toma valores grandes y positivos, o grandes y negativos, y toma valores grandes y
negativos. En este caso la parabola se “abre” hacia abajo (véase la figura 6.4).
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Ahora hallemos los extremos del lado recto. Esto es, hallemos los puntos en los cuales la
recta y = p corta a la pardbola. Reemplazando y por p en (15.1):

1 2
4_px =D,
x2 :4p2’
22 —4p* =0,

(z —2p)(z + 2p) =0,
r=2pox=-—2p,

Asi, los extremos del lado recto son (—2p,p) y (2p,p). La longitud del lado recto es la
distancia entre estos dos puntos:

V(P =)+ (2p — (=2p))2 = /(4p)2 = 4|p|.

Notemos que a mayor |p|, mayor es la longitud del lado recto y en consecuencia la parabola
es mas “abierta”. Resumamos toda la informacién anterior:

La ecuacion de la pardbola que tiene vértice en (0,0) y foco en (0,p) estd dada por

y la ecuacion de la directriz estd dada por y = —p.
e Sip >0 la pardbola se “abre” hacia arriba.
e Sip <0 la pardbola se “abre” hacia abajo.

Consideremos ahora el caso b). Como veremos la situacion es la descrita en las figuras
6.5y 6.6.

Y
J (z,)
(0,p)

r

0
y=-p

p>0
Figura 155

92



)
p<0
Yy=-p
0
(0.7) r
(z,y)
Figura 15.6
En este caso la ecuacion de la directriz estd dada por x = —p. Si tomamos un punto
P = (z,y) en la parabola, por la definicion de parabola la distancia entre (z,y) y (p,0) es
igual a la distancia entre (x,y) y la recta x = —p. Ademas, notemos que la distancia de
(x,y) ala recta x = —p es igual a la distancia entre (z,y) y (—p,y). Procediendo como

lo hicimos en el caso a), para llegar a (15.1), obtenemos la ecuacion

L,
x = @y : (15.2)
Ahora observemos que al reemplazar y por —y en la ecuacion (15.2), ésta no cambia. Asi
(x,y) es un punto de la parabola si y solo si (z, —y) es un punto de la parabola. Esto es,
la parabola es simétrica rcon especto al eje x. Ademas, si p > 0 entonces de la ecuaciéon
(15.2) vemos que x > 0. Notemos que ahora cuando y toma valores grandes y positivos,
o grandes y negativos, x toma valores grandes y positivos. En este caso la pardbola se
“abre” a la derecha (véase la figura 6.5).

Si p < 0, entonces de la ecuacion (15.2) vemos que < 0. Ahora, notemos que cuando
y toma valores grandes y positivos, o grandes y negativos, x toma valores grandes y
negativos. En este caso la parabola se “abre” a la izquierda (véase la figura 6.6).

Procediendo como lo hicimos antes en el caso a), obtenemos que el lado recto tiene ex-
tremos en (p,—2p) y (p,2p) y que su longitud es 4 |p|. Nuevamente a mayor |p|, mas
abierta es la parabola.

Resumamos toda la informacion anterior del caso b):

La ecuacion de la pardbola que tiene vértice en (0,0) y foco en (p,0) estd dada por

L,
r=—
4py )
y la ecuacion de la recta directriz estd dada por x = —p.

e Sip >0 la pardbola se “abre” a la derecha.

e Sip <0 la pardbola se “abre” a la 1zquierda.
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Ejemplo 15.1

Halle una ecuacion para la parabola cuyo vértice esta en el origen, cuyo eje focal es el eje

Y, ¥ que contiene al punto (%, —%) Trace la grafica de dicha parabola.

Solucién

Como el eje focal es el eje y, el foco de la parabola es un punto de la forma (0, p). Sabemos
ademas que el vértice esté en el origen. En consecuencia una ecuacion para la parabola

es de la forma
I,

Para determinar el valor de p usamos el hecho de que la parabola contiene al punto (%, —%)
Al reemplazar y por —1/2 y x por 1/2 en (15.3) obtenemos:

-1 1 /1)’
2 4p\2/)
De esta igualdad tenemos que p = —1/8. Al reemplazar en (15.3), concluimos que la

ecuacion para la pardbola es y = —222.

Y (15.3)

Con el fin de trazar la grafica, notemos que p < 0, de esta manera la parabola se abre

hacia abajo. La directriz de la parabola es la recta horizontal y = 1/8. El lado recto de

la pardbola tiene extremos en (—}1, %) y (}l, %) En la figura 7.1 representamos la grafica

de la parabola con su lado recto y su foco.

Y

-1/4 1/4

Figura 15.7

Ejemplo 15.2

Encuentre una ecuaciéon para la parabola que tiene vértice en el origen, su eje focal es el
eje x y corta a la recta x = 1 en los puntos (1, %) y (1, —%) A continuacién esboce la
grafica de la parabola.
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Solucion

En primer lugar observemos que la ecuacion de la pardbola es de la forma

Ly
= —y°, 154
=Y (15.4)
pues el eje focal es el eje . Para hallar p usemos la informaciéon del enunciado: al
reemplazar x = 1y y = :l:% en la ecuacion (15.4), obtenemos que p = 3—16. Usando

nuevamente la ecuacién (15.4),; concluimos que la ecuacién de la parabola es x = 9y*. La
pardbola se abre a la derecha. En la figura 7.2 esbozamos la gréfica.

Y

Figura 15.8
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Leccion 10

Elipses 1

La elipse

Llamamos elipse al conjunto de puntos del plano tales que la suma de las distancias a
dos puntos fijos, llamados focos, es igual a una constante positiva 2a, que es mayor a la
distancia entre los focos.

Construccion de la elipse

Podemos construir una elipse como se muestra en la figura 16.1.

Lapiz

Figura 16.1

Se fijan dos puntos, los cuales llamaremos F; y F5 y se elige una cuerda de longitud 2a,
con 2a > d(Fy, Fy). Se fijan los extremos de la cuerda en F; y Fy. La curva que se
describe al mover la punta del lapiz manteniendo tensionada la cuerda es una elipse con
focos ubicados en F} y F5.
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Ecuaciéon de una elipse

Consideremos una elipse cuyos focos sean los puntos F; = (—¢,0) y F» = (c,0), donde
¢ > 0, y supongamos que P = (x,y) es un punto de la elipse.

Denotemos por 2a, con a > 0, a la suma de las distancias de P a F} y de P a F5. Como
P es un punto sobre la elipse se debe cumplir que

d(P,F}) + d(P, Fy) = 2a
V(E+e?+(y =02+ (r—c)?+(y—0)>=2a
(T4 +y?=2a—(z—c) +y?
(V(z+e)? +42)° = (20— V(& — ) +42)°
(x+c)? +y* =4a® —da\/(v — )2+ 92+ (. — ¢)* + ¢/
22+ 2rc+ A 4+ y* = 4a® — dar/(z — )2 + 42 + 2% — 2z + A + o
4a\/m = 4a* — 4xc
av/(x — ) +y? = a® — xc
(/@ — P T )2 = (@ - wc)?
a*((x — ¢)? +y*) = a* — 2a*xc + 2
a*(2? — 2zc+ A + y?) = a* — 2a’zc + 2
a’z? — 2d%zc + a*? + o*y? = ot — 2dPxc + 22

(a® — )a? + a’y* = a*(a* — ).

Observemos que como 2a > d(Fy, Fy) y como d(Fy, Fy) = 2¢, entonces a > ¢y por lo
tanto a®> > . Concluimos de esta manera que a?> — c¢? > 0 y si definimos b* = a? — 2
con b > 0, al reemplazar en la ecuaciéon obtenida anteriormente se obtiene

’

b2x2 +a2y2 _ a2b2

beQ a2y2 -

a2b? ' a2h? 1
2 g
St =L

La ultima expresion es la ecuacion de la elipse con focos en F; = (—¢,0) y F» = (¢, 0),
con constante en la definicion igual a 2a.

Elementos de una elipse

Observemos los elementos resaltados en la figura 16.2.

98



A,

Figura 16.2

e Al punto C, punto medio entre los focos F} y Fy, lo denominamos centro de la elipse.
e A la recta L, que pasa por los focos F} y F5, se le llama eje focal.

e Los puntos de interseccion de la elipse con el eje focal L, denotados por V; y V5, se
llaman vértices de la elipse.

e Al segmento V115 se le denomina eje mayor de la elipse.

e A la recta K que pasa por el centro C'y es perpendicular al eje focal L se le llama
eje normal de la elipse.

e Al segmento A;A,, donde A; y A son los puntos de interseccion de la elipse con el
eje normal K, se le denomina eje menor de la elipse.

Ejemplo 16.1

Encuentre la ecuacion de la elipse con vértices en Vi = (0,5) y Va2 = (0, —5), y focos en
los puntos Fy = (0,4) y F5 = (0,—4).

Solucién

Observamos que en este caso la elipse es vertical, pues sus focos se encuentran ubicados
sobre el eje y y la ecuacion para la elipse tiene la forma

A partir de la informacion sobre los focos tenemos que a = 5, ¢ = 4 y por lo tanto
b =a? —c? =25 — 16 = 9 y concluimos que la ecuacion de la elipse es

2 1’2

==
9

[\3|@
Ot
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Leccion 17

Elipses 11

Grafica de la elipse con focos en (—c¢,0) y (c,0).
En este caso el centro de la elipse esta ubicado en el origen C' = (0,0). Ademas, como los
focos de la elipse estan sobre el eje x, decimos que dicha elipse es horizontal.

Simetrias

Observe que en la ecuacion de la elipse

2 2
T Y
2 e

al reemplazar x por —x o y por —y, obtenemos la misma ecuacion, debido a que (—z)? = 22
v (—y)? = y%. Esto significa que la gréfica de la elipse es simétrica respecto al eje y y al
eje x.

Interceptos con los ejes

Si hacemos x = 0 en la ecuaciéon de la elipse, obtenemos que
y? = b

Esta ecuacion tiene dos soluciones: y = by y = —b. Es decir, la grifica de la elipse
intercepta el eje y en los puntos A; = (0,b) y Ay = (0,—b). Estos dos puntos son los
extremos del eje menor de la elipse y por lo tanto la longitud del eje menor de la elipse es 2b.

Si hacemos y = 0 en la ecuacion de la elipse, se obtiene que

1‘2 = CLQ.

Dicha ecuacién tiene dos soluciones: © = a y x = —a. De esta manera concluimos que la
grafica de la elipse intercepta al eje = en los puntos V; = (—a,0) y Vo = (a,0). Estos dos
puntos son los vértices de la elipse y entonces tenemos que la longitud del eje mayor de
la elipse es igual a 2a.

Ejes de la elipse
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El eje focal pasa por los puntos F; y F5 v por lo tanto coincide con el eje x.
El eje normal pasa por el punto C' = (0,0) y es perpendicular al eje focal, lo cual quiere
decir que es el eje y.

La figura 17.1 muestra la gafica de la elipse para este caso.

Yy

A= ( 0, b)

eje focal

V.,=(-a,0) V,=(a,0)

C=(0,0) I

A,=(0,-b)

Figura 17.1

Elipse con focos en (0,¢) y (0, —c).

Ahora vamos a considerar una elipse con focos ubicados sobre el eje y, F; = (0,¢) y
F, = (0,—c), tal que la constante positiva de la definicién sea igual a 2a. Podemos
realizar un razonamiento similar al presentado anteriormente y deducir que la ecuacion
para dicha elipse es

donde b? = a? — ¢ > 0.
En este caso diremos que la elipse es vertical y se puede ver, como en el caso anterior, que
la gréfica tiene las siguientes caracteristicas:

e Es simétrica respecto al eje x y al eje y.

e Los interceptos con el eje y son los puntos Vi = (0,a) y Vo = (0, —a), los cuales son
los vértices de la elipse.

e Los interceptos con el eje = son los puntos A; = (—b,0) y Ay = (b,0). Estos son los
extremos del eje menor.

e El eje focal de la elipse es el eje y.
e El eje normal de la elipse es el eje x.

En este caso la elipse es vertical y su grafica es presentada en la figura 17.2.
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F1:(07C)

A, =(-b,0) A,=(b,0)

F2:(0"C)

Figura 17.2

Ejemplo 17.1
Halle los elementos y trace la grafica de la elipse cuya ecuacion esta dada por

2

8

=1.

2
Y
+ =
9

&l
D

Solucion

Notemos que la elipse es una elipse horizontal con a? = 36, o equivalentemente a = 6, y
b* = 9, o equivalentemente b = 3. A partir de la relacion a® — ¢ = b?, se concluye que
c=+va? -0 =36 -9 =+/27.

De la informacion anterior obtenemos los siguientes elementos de la elipse:

e Los vértices son los puntos V; = (—6,0) y Va2 = (6,0).
e El centro es el punto C' = (0,0).

Los focos son los puntos F} = (—v/27,0) y F» = (v/27,0).

Los extremos del eje menor son los puntos A; = (0,3) y Ay = (0, —3).

El eje focal es el eje x y el eje normal es el eje y.

La grafica de la elipse se presenta a continuaciéon en la figura 17.3
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Az:(07'3)

Figura 17.3

Ejemplo 17.2

Halle los elementos y trace la grafica de la elipse cuya ecuaciéon esta dada por

922 + 169> — 144 = 0.

Solucién

Reescribimos la ecuacion anterior en una forma adecuada:

922 + 16y — 144 = 0,
92% + 16y° = 144,

9z 16y* .
144 144 7
1,2 y2
IR a—
69 "
1'2 y2
s tae =1

(2 (3

A partir de la ecuacion tenemos que a = 4, b = 3y ¢ = Va2 — b = /7. De nuevo
tenemos una elipse horizontal con los siguientes elementos:

e Los vértices son los puntos V) = (—4,0) y V5 = (4,0).
e El centro es el punto C' = (0,0).
e Los focos son los puntos Fy = (—v/7,0) y Fy = (\/7,0).

Los extremos del eje menor son los puntos A; = (0,3) y Ay = (0, —3).

El eje focal es el eje x y el eje normal es el eje y.
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La figura 17.4 nos presenta la grafica de la elipse de este ejemplo.

A1:(073)

Vlz(_4’0)

F,=(-/7,0)1 F,=(/7,0)

A2:(07'3)

Figura 17.4
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Leccion 18

Hipérbolas I

Definiciéon

Llamamos hipérbola al conjunto de puntos del plano tales que la diferencia de las distan-
cias a dos puntos fijos dados tomada en valor absoluto, llamados focos, es una constante
positiva.

Ecuacién de la hipérbola

Consideremos una hipérbola cuyos focos sean los puntos F; = (—¢,0) y F; = (¢, 0), donde
¢ es un numero real positivo, y supongamos que el punto P = (z,y) es un punto de la
hipérbola (ver figura 18.1).

Yy

P(z,y)

Fl?;/cao) Fz\(ecvo)

Figura 18.1

Llamemos 2a, con a > 0, al valor absoluto de la diferencia entre la distancia de P a Fj
y la distancia de P a F3. Esta diferencia puede ser positiva o negativa, entonces tenemos
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que
d(P, ) — d(P, Fy) = +2a,
V(@ + 0?2+ (y—0)2 = /(z =)+ (y — 0)? = +2q,
(z+0)?+y* =+ (r—c)+y?+2a,
Varor | = [V Pt <2l
(@4 + 9= (-0 +y* £4a\/(x — 0)2 + 12 + 4a’,
z? + 2zc+ & :m2—2xc+02:|:4a\/m+4a2,
4ac — 4a* = :|:4a\/m,
xc—a® = j:a\/m,
(e —a?)* = [j:a (x—c)?+ y2]2 ,
2?c® — 2zca® + a* = a*[(z — ¢)* + 97,
22c? — 2xca® + a* = a* (2 — 2wc + A + ),

22c? — 2zca® + o = a*2® — 2xca® + a*? + a*y?,

$2<C2 - CL2) o a2y2 — CL2(02 o a2).

Ahora, como la suma de las longitudes de dos de los lados de un triangulo es mayor que
la longitud del tercer lado, entonces

d(P, Fl) + d(F17F2) > d(P, F2)7
d(Fy, Fy) > d(P, Fy) — d(P, F1),
2c > 2a.

Y si elevamos al cuadrado obtenemos ¢ > a?, lo cual es equivalente a ¢ — a? > 0. De

esta forma, definiendo b* = ¢? — a2, con b > 0, y reemplazando en la expresion obtenida

anteriormente, se sigue que
202 — a2y? = a2

Luego, si dividimos esta tltima expresion por a?b?, obtenemos

que es la ecuacion de la hipérbola con focos Fy = (—¢,0) y Fy = (¢, 0).

Grafica de la hipérbola con focos (-¢,0) y (c,0)

Simetria
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Observemos que si en la ecuacion
22
a2  b?
reemplazamos x por —x o y por —y, la ecuaciéon no cambia. Esto significa que la gréfica
es simétrica con respecto al eje y y con respecto al eje x y entonces al punto (0,0) se le

denomina centro de la hipérbola.

=1

Intersecciéon con los Ejes

Si z = 0, obtenemos en la ecuaciéon de la hipérbola
y2 — —62.

Como b # 0, entonces no existe un valor real de y que satisfaga la anterior igualdad. Esto
significa que la grafica de la hipérbola con ecuaciéon
2 2
x
Y
a?  b?

no intercepta el eje y.

Si y = 0, obtenemos en la ecuaciéon de la hipérbola

z? = a®.
Esta ecuacion tiene dos soluciones: © = —a y = a, lo cual quiere decir que la grafica de
la hipérbola con ecuacion
22 X
a? b2

intercepta el eje x en los puntos (—a,0) y (a,0). A este par de puntos se les conoce como
vértices de la hipérbola (ver figura 18.2).

Yy

8

Figura 18.2
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Asintotas

Despejemos y de la ecuacion de la hipérbola:

2 2
Y
@ E D
LA
az b2’
2
2 (X 2
2
y==xb\/— —1,

Ahora analicemos el comportamiento de la grafica muy a la derecha o muy a la izquierda
2

. 2 a
en el eje z, esto es, cuando z* es muy grande. En este caso, el valor de — se vuelve
x
muy pequeno, el valor de la raiz cuadrada en la expresion anterior se aproxima mucho a
1 (decimos que tiende a 1) y la gréfica de la hipérbola se aproxima mucho a la grafica de

las rectas con ecuaciones

b
que son las ecuaciones de dos rectas que pasan por el origen y tienen pendientes — y ——,

respectivamente. A este par de rectas se les conoce como asintotas de la hipérbola
y, tal como se dedujo, son dos rectas a las cuales se aproxima mucho la grafica de la
hipérbola muy a la izquierda y muy a la derecha en el eje x. La situacion se ilustra en la
figura 18.3.
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b
Yy =—-x

a

// /
grdfica de . grdfica de
la hipérbola N b 77777777777777777 la hipérbola
-a i
grdfica de -b 777777777777777777 grdfica de

la hipérbola

la hipérbola

Figura 18.3
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Lecciéon 19

Hipérbolas II

Ramas de la hipérbola

Si despejamos 22 de la ecuacién de la hipérbola obtenemos

2 2

y como :Z—Q > 0 entonces 1 + %2 > 1, con lo cual

x22a2
2 —a®>>0
(- a)(z+a) 2 0,

que equivale a x € (—o0, —a] U [a,00). Esto nos indica que no hay puntos (z,y) en la
grafica de la hipérbola para los cuales x € (—a,a). En otras palabras, la gréfica de la
hipérbola esta dividida en dos partes: aquella que corresponde a los puntos (z,y) con
r < —a y aquella que corresponde a los puntos (x,y) con z > a. A cada una de estas

partes se le llama rama de la hipérbola.

Empleando toda la informacion analizada procedemos, en la figura (19.1), a realizar la

grafica de la hipérbola con focos (—¢,0) y (c,0).
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Yy y=
L
xr
,,,,,,,,, N E—
Yy =—x
Figura 19.1

Por la forma de la grafica, al eje x se le denomina eje transversal de la hipérbola y decimos
que la hipérbola es horizontal.

Ejemplo 19.1

Halle los vértices, focos, asintotas y trace la grafica de la hipérbola cuya ecuaciéon viene
dada por

2 2
v,
4 9
Solucién

Vértices: Observamos que a = 2, por lo tanto los vértices son (—2,0) y (2,0).

Focos: Como b = 3 entonces ¢ = Va2 + b2 = 4+ 9 = /13 ~ 3.6. Asi que los focos son

(_\/Ba 0) y (\/1_37 0)

Asintotas: Las asintotas son y = :izﬁx.

Grafica: Con toda la informaciéon procedemos, en la figura 19.2, a realizar la grafica de
la hipérbola
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Yy Y
777777777 F-—--
xr
AR T R
y =
Figura 19.2

Grafica de la hipérbola con Focos (0,-c) y (0,c)

Mediante un anélisis similar al realizado previamente podemos ver que los elementos de
la hipérbola con focos (0, —c) y (0, ¢) son:

2 a2
Ecuacion: = — — =1, con ¢? = a® + b°.

a?  b?
Simetria: Con respecto al eje x y con respecto al eje .
Interceptos con el eje x: No tiene.
Interceptos con el eje y: Vértices: (0,—a) y (0,a).
a
Asintotas: y = j:gx.
Ramas: y < —ayy > a.

Eje transversal: Eje y.

Grafica: Segin la informacion, la grafica se muestra en la figura 19.3
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Figura 19.3

Por la forma de la grafica, decimos que la hipérbola es vertical.
Ejemplo 19.2

Halle los vértices, focos, asintotas y trace la grafica de la hipérbola cuya ecuacion esta
dada por
169* — 922 — 144 = 0.

Solucion

Reescribimos la ecuacion de la hipérbola de la siguiente forma:

16y% — 92% = 144,

16y*  92°
144 144 7
yQ 272
9 16

Por la forma de la ecuacion se trata de una hipérbola vertical.

Vértices: Observamos que a = 3, por lo tanto los vértices son (0,—3) y (0, —3).

Focos: Como b = 4 entonces ¢ = va? + b2 = /9 + 16 = v/25 = 5. Asi que los focos son
(0,=5) v (0,5).
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Asintotas: Las asintotas son y = ilx'

Grafica: Con la informacion obtenida la grafica se presenta en la figura 19.4

Yy

5

-5
//
F,

Figura 19.4

Ejemplo 19.3

Halle la ecuacion de la hipérbola con focos (—6,0) y (6,0) y vértices (—4,0) y (4,0).
Solucién
Observamos que ¢ = 6 y que a = 4. Por lo tanto > = ¢ — a? = 36 — 16 = 20.

Como los focos estan sobre el eje x entonces la ecuacion es

2 2
r_ v 1,
a? b2
ZE2 y2 B
16 20
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Leccion 20

Vectores algebraicos

Tanto en la fisica, como en la vida cotidiana, hay cantidades tales como la longitud, la
masa, la densidad, el tiempo, el nimero de ladrillos necesarios para levantar una pared, etc,
que quedan completamente determinadas por un ntimero real, acompanadas de una unidad
correspondiente. Nos referimos a estas cantidades, como cantidades escalares. Por ejemplo
la estatura de una persona queda determinada si indicamos el nimero de unidades de
longitud (centimetros, metros, pies, etc) que mide la persona, o al decir que la temperatura
de un objeto son 5 grados centigrados, lo hemos descrito completamente.

Sin embargo, si queremos mover un objeto muy pesado de un lugar a otro, debemos
aplicar una fuerza sobre el mismo para desplazarlo. Notemos que no es suficiente con
decir, que aplicando una fuerza de 3 Newton sobre el objeto para desplazrlo, dicha fuerza
queda determinada. Necesitamos la direccion en la que la fuerza se aplica sobre el objeto
para lograr desplazrlo. Asi que hay cantidades como el desplazamiento, la velocidad, la
aceleracion, la fuerza, etc, que se caracterizan por tener magnitud y direccion, a estas las
denominamos cantidades vectoriales y el concepto mateméatico para describirlas es el de
vector.

Las cantidades vectoriales las representamos por medio de un segmento de recta orientado
o dirigido, es decir especificando cual es su punto inicial y cual su punto final, como lo
indica la figura.

A: punto inicial
B: punto final

Figura 20.1

Llamaremos vectores geométricos a todo segmento de recta orientado. Si un vector
geométrico tiene punto inicial A y punto final B, entonces lo denotaremos por 1@ . Note-
mos entonces que AB es diferente de BA. También podemos representar los vectores
geométricos por medio de letras mintsculas con una flecha encima, como por ejemplo 7,

)
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Para poder determinar exactamente un vector geométrico Ag, necesitamos conocer:

1. La magnitud o médulo del vector, es la longitud del segmento AB. La magnitud

@H 6 por || 2] .

de un vector zﬁ 0 7, la denotaremos por

2. La direccién del vector Ag, que es el angulo 6 que se indica en la figura, medido
apartir de un semieje horizontal que se toma como referencia, en sentido antihorario.

B

\1‘)

Figura 20.2

Es decir, en el punto inicial A del vector /@ trazamos una semirecta horizontal

orientada hacia la derecha, entonces la direcciéon del vector /@ es el angulo 6 que
se forma al ir de esta semirecta al segmento AB en sentido antihorario.

Por tanto un vector geométrico queda completamente determinado por su magnitud
y direccion.

Sentido

>\ 9 Direccion

Figura 20.3

Diremos que dos vectores geométricos 0 y o son iguales si y s6lo si tienen la misma
magnitud y direccion.

—
Notemos que por ejemplo los vectores E y BA. tienen la misma magnitud, pero
direcciones opuestas, luego AB # BA.

Figura 20.4
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Notemos que para cada vector U en el plano podemos dibujar un vector igual a él con el
punto inicial en el origen O del sistema de coordenadas cartesiano. Esto nos determina un
punto P de coordenadas (x,y) del plano que es el correspondiente punto final del vector

ﬁ’, es decir ¥ = O—}>7

Por tanto todos los vectores geométricos se convierten en vectores algebraicos o coordena-
dos cuando los primeros son colocados en un sistema de coordenadas en la forma descrita
anteriormente. Asi un vector algebraico es un vector expresado como un par ordenado
(x,y) de nameros reales, es decir, podemos identificar al vector OP (donde O es el origen
de coordenadas en el plano cartesiano) con su punto final P, de coordenadas (z,y), y
decimos que x e y son las componentes del vector. A este vector O? también lo llamamos
vector de posicion y decimos que el vector esta en posiciéon canodnica.

y \%

/ y

U Posicion Canonica

Figura 20.5

Como hemos indicado un vector en el plano tiene dos componentes, una horizontal (en la
direccion del eje ) y otra vertical (en la direccion del eje ). Siun vector ¥ en el plano
tiene un punto inicial A de coordenadas (x1,¥;) y punto final B de coordenadas (2, ys),
entonces el vector ¥ = 1@ es igual al vector OP, donde las coordenadas del punto P
son (r3 — x1,y2 — y1) . Cuando el punto inicial de un vector U es el origen decimos que
el vector U esta en posicion canodnica. Asi el vector U = O? est&4 en posicion candnica
(ver figura).

Figura 20.6

Ejemplo 20.1

Hallar las componentes del vector con punto inicial A de coordenadas (—2,3) y punto
final B de coordenadas (3,—1).
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Solucién

La figura muestra el vector en posiciéon candénica. Notemos que el vector A§ es igual al

vector OP, donde las componentes de este vector estdn dadas por las coordenadas del
punto Py son (22 — z1,y2 —y1) = (3 — (=2), -1 —-3) = (5, —4).

)

A=(-2,3)

B—(-3,-1)

P=(5,-4)

Figura 20.7

Recordemos que un vector algebraico lo podemos identificar con un punto en el plano
cartesiano y por tanto es expresa como un par ordenado de nimeros reales, asi en ade-
lante nos referiremos a un vector algebraico o coordenado como a un par ordenado de
nameros reales (z,y). Por tanto de la definicién de igualdad entre vectores, tenemos
que dos vectores algebraicos X = (z1,41) v Y = (z2,¥2), son iguales si sus respectivas
componentes son iguales, es decir X =Y, si y s6lo si x1 =29 y y1 = 1.

Suma y producto por un escalar

Dados dos vectores X = (z1,%1) e Y = (22,%2) en R? y un escalar \, definimos la suma de
los vectores X e Y, y definimos el producto del escalar \ por el vector X, que denotamos
respoectivamente por X + Y, y AX como:

X+Y = (v1,y1)+ (x2,92) = (x1 + 22,51 +92), ¥
AX = /\(xhyl) = (/\xl,/\?h)
Ejemplo 20.2

Sean X = (2,—3) y Y = (—4,1). Encuentre los vectores algebraicos X + VY, 3X, —X y
3X+Y

Solucién

De la definiciéon de suma y producto por un escalar tenemos:
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X+Y = (2,-3)+(—4,1) =2+ (-4),-3+1)=(-2,-2)
3X = 3(2,-3)=(3%2,3%(— 3)):( —-9)

—X = (2,3 =((-D*2,(=1)*(=3)
3X4+Y = 3(2,-3)+(-4,1)=(6,-9) + (—4,1) = (6+(—®,—9+1):(1—8y

Notemos que si X = (z,y) e O = (0,0), entonces tenemos que
X+0 = (,9)+(0,0) = (z,y) = X,y

Al vector algebraico O = (0,0) lo llamamos vector nulo o vector cero de R? y al vector
—X = (—x,—y) lo llamamos inverso aditivo del vector X = (z,y).

Propiedades

Dados los vectores X, Y e Z de R? y escalares o y 3 se cumple que:
1. X+Y eR?

X+Y=Y+X,

X+Y)+Z=X+ (Y +2),

X+0=X,

X+ (-X)=0,

1.X =X,

o (BX) = (af) X

a(X+Y)=aX +aY,

9. (a+p) X =aX + 5X,.

® N gt W

Dados X = (x1,91) e Y = (22, y2) en R? llamamos la diferencia de X y Y, que denotamos
por X — Y, al vector

X =Y = (21 — 22,51 — 92)
Ejemplo 20.3

Dados X = (2,-3) y Y = (—4,1), tenemos que X —Y = (2,-3) — (—4,1) =
(2—(—4),-3—1)=(6,—4).

Magnitud y direccién

Dado un vector X = (x,y) sabemos que su magnitud es la longitud del segmento OX y

por tanto
XTI = NIz w)ll = Va2 +y?

es decir || X es la distancia del punto X al origen O.
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Ejemplo 20.4

Si X = (2,—3), entonces | X|| = /22 + (=3)> = V4 + 9 = V13.

Si el vector @ tiene punto inicial en el punto A de coordenadas (z1,y;) y este no es el
origen de coordenadas y punto final en B de coordenadas (9, y,), entonces llevamos este
vector a la posiciéon canoénica y asi tenemos que U =AB=0 , donde P es el punto de
coordenadas (zy — x1,y2 — y1) y por tanto

1] = 11Pll = ll(ws — 21,92 —w1)l| = \/(xz — 1)’ + (g2 — 1)’

Figura 20.8

Ejemplo 20.5

Si A= (-2,5)y B=(1,-3), entonces la magnitud del vector AB es

|48 = 15 - 4l = V(1 - (2" + (=3 -5 = \J0+ 27+ (-9) = VT3

Propiedades
Para vectores X y U en R? y un escalar real \ se verifica que:
L ||X]} =0,
2. [|X||=0siysolosi X =(0,0) =0,
3. []AXI] = [ALIXTL
4. | X +U| < |X]| +||U]| (Desigualdad triangular)

Ahora consideremos un vector algebraico no nulo P en R2. La direcciéon de P que deno-
tamos por dir P es el angulo 6 que se indica en la figura, es decir, el angulo 6 que forma el
segmento OP con el eje x positivo medido apartir del eje x positivo en sentido antihorario
y se expresado en grados sexagesimales 0° < 6 < 360° o radianes 0 < 0 < 27
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P:(Iyy)

’\ v

Figura 20.9

Notemos que si U = (z,y) y * = 0 entonces dirU = 90° si y > 0y dirU = 270° si
y <0

Recordemos que si U = (z,y) y « # 0 para el trilangulo OVU de la figura, la tangente
del angulo # se define como

tanf = £, (es decir longitud del lado opuesto /longitud del lado adyacente.)

Debemos tener cuidado para encontrar la direccién de un vector (z,y). Por ejemplo si
x # 0, entonces tan(f) = £ y si 0 es agudo entonces 6 = arctg(¥). Ahora si ¢ no es
agudo, entonces 0 # arctg(?), en este caso debemos analizar en que cuadrante esta el
vector.

Ejemplo 20.6
Hallar la direccion del vector X = (1, —1)
Soluciéon

Si 0 es la direccion del vector X, entonces tan(f) = = = —1. Pero notemos que hay dos
angulos cuya tangente es -1, a saber 135° y 315°. En general dos dngulos que difieren
en 180° tienen la misma tangente. Para decidir cual angulos es el que debemos tomar,
analizamos las componentes del vector. Como la primera componente es positiva y la

segunda negativa el vector esta en el cuarto cuadrante y por tanto 6 = 315°.

Un vector de R? es llamado un vector unitario si tiene magnitud 1. Por tanto si U € R?

es un vector no nulo entonces el vector ﬁ es un vector unitario. Notemos que un vector

unitario de R? con direccién 0 es (cosf, sen)) y por lo tanto si U es un vector no nulo

con direcciéon €, entonces un vector unitario en la direccion de U es ﬁ = (cosb, senf) y

es llamado la normalizacion del vector U. Por tanto tenemos que todo vector U de R? lo
podemos escribir como U = ||U|| (cosf, send).

Ejercicios
1. Halle la magnitud y direccion de los vectores X = <%, ‘é) Y = (-2,3), Z =
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2. Sean X = (\_/—%, \%) yY = <_\/§’ %5)
(a) Muestre que X es un vector unitario y halle su direccion
(b) Halle el vector X + Y y normalicelo

(c) Halle un vector W con la direccién opuesta al vector X + Y y tal que su
magnitud es 7

3. Dados los vectores U = (—3,5), V = (2, -2) y W = (2, 3) de R? encuentre:
(a) La magnitud y direccion del vector Z = U — V 4 3W
(b) Todos los escalares \ tales que |[AW]| =9

(c¢) La distancia entre los vectores U y V.
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Talleres

Taller 1:

1. El 4ngulo b mide £ radianes. Encuentre su medida en grados.

2. El angulo ¢ mide 2 radianes. Encuentre la medida de ¢ en grados y represente este
angulo geométricamente.

3. Exprese los siguientes angulos en el sistema circular:
(a) 30°, (b) 45°, (c) 60°, (d) 90°, (e) 120°, (f) 150°.

4. Dados los siguientes angulos, encuentre sus dngulos complementarios:

(a) 60°, (b) 90°, (c)55°, (d) T rad.

5. Dados los siguientes dngulos, encuentre sus angulos suplementarios:
(a) 60°, (b) 130°, (c) Frad, (d) 7 rad.

6. Si a es un angulo agudo de un triangulo rectangulo y tana = 4, calcule sena y
Ccos .

7. Encuentre la longitud de los catetos de un triangulo rectangulo is6sceles cuya hipotenusa
mide 8 cm.

8. Encuentre la altura de un tridngulo is6sceles cuya base mide 14 cm y el dngulo
opuesto a la base mide 80°.

9. En un trapecio isosceles su base menor mide 3 cm, su base mayor 27 cm y sus lados
no paralelos 13 cm. Encuentre la medida de la altura.

10. Suponga que una ciudad A esté al sur de la ciudad B y al occidente de otra ciudad
C. Un automovil parte de la ciudad A a una velocidad de 70 km/h. Otro sale de la
ciudad B a 74 km/h. La velocidad de los dos es constante y no se detienen. Si los

dos se encuentran en C a la media hora, halle la distancia que hay entre las ciudades
Ay B.

11. Un globo flota en el aire exactamente sobre el segmento de recta que une los puntos
Ay B, los cuales estan a 3 kilometros de distancia entre si. Si el &ngulo de elevacion
desde el punto A mide 30° y desde el punto B mide 60°, determine la altura del
globo.
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Taller 2:

N o

®

. Determine el signo de los siguientes valores:

(a) cos?, (b) tan520°, (c) sec(—370°).

Calcule el valor exacto de los siguientes valores
7 5 5 5
(a) sen &, (b) cosT, (c) tan(—%), (d) sen(—=F).
Represente cada par de angulos dados en posicion estandar. Determine si ellos son
coterminales y el cuadrante en el cual se encuentran.
3

(a) 6=—Fyn=-% (b) o=—Fyw=7.

us

Encuentre un éangulo coterminal con %

Encuentre un dngulo coterminal con el dngulo cuadrantal 37“
Encuentre un angulo coterminal con —3.

Usando los dngulos de referencia encuentre el seno, el coseno y la tangente del angulo
cuya medida es %r.

Encuentre los valores del seno y del coseno del dngulo con medida 480°.

Use los angulos de referencia para encontrar los valores de sena,cosa y tana, si
a = —T775°.
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Taller 3:

1. Por la observacion de las graficas de las funciones seno, coseno y tangente responda
las siguientes preguntas:

(a) ;Existen numeros reales t para los cuales sent = —27
(b) ;Existen nimeros reales ¢ para los cuales tant = —27

(c) ;Cuéntas veces se repite un ciclo completo de la funciéon z = tant en el intervalo
abierto (—2¢, 217

(d) ;Cuéntas veces se repite un ciclo completo de la funcion z = cost en el intervalo
cerrado [—3m, 37]?

(e) Determine para cuales numeros reales t en el intervalo [—4m, 47|, toma la fun-
cion y = sent su méaximo valor.

(f) Determine para cuales ntimeros reales t en el intervalo [—3m, 37], toma la fun-
cion y = cost su minimo valor.

(g) Determine cuéntos nimeros reales ¢ en el intervalo [—27, 27|, satisfacen que

sent = ——.
2
(h) Determine para cuéles nimeros reales ¢ en el intervalo [—2m, 2], satisfacen que
sent = ——.
2
(i) ;Cuéles nimeros reales ¢ en el intervalo (—2F28), satisfacen que tant = —17
(j) (Cuales ntimeros reales t en el intervalo (—2 %), satisfacen que tant = 17
2. Determine para cuales de las siguientes funciones el valor ¢ = 7 pertenece a su

dominio
(a) z=sent, (b)z=tant, (c)z=csct, (d)z=sect.

3. Determine para cuales de las siguientes funciones el valor ¢ = 1.5 pertenece a su
rango
(a) z=sent, (b)z=tant, (c)z=csct, (d)z=sect.

4. Determine para cuales de las siguientes funciones el valor ¢ = 0 pertenece a su
dominio
(a) z=sent, (b)z=tant, (c)z=csct, (d)z=sect.

5. Determine para cuales de las siguientes funciones el valor t = —0.5 pertenece a su
rango
(a) z=sent, (b)z=tant, (c)z=csct, (d)z=sect.

6. Complete los datos de la siguiente tabla y con éstos, trace la grafica de la funcion
z= —% sent en un sistema de coordenadas rectangulares ¢z.

129



T T T T 27 37 57 e 47 3T 57 11w
t 01 5 12|35 2 3 2 |6 || %6 |3 |23 6 | 2T
_1 _1 _1 | _ V3 1 1
ssent | 0 1 2 1 0 2 1 0

7. Realice tablas similares a la del ejercicio anterior para las funciones z = cost, y z =
cos 2t y trace las graficas de las respectivas funciones en el sistema de coordenadas
rectangulares tz.

8. Por comparacion con la grafica de la funcién z = cost, construya las graficas de las
funciones z = —costy z =1+ cost
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Taller 4:

. Determine la amplitud de cada una de las siguientes funciones

(a) z=—3sent, (b)z=3cost, (c)z=senbt, (d)z=—v2cosi.

. Calcule los periodos de las siguientes funciones: z = cost, z = cos 2t, z = cos %t.

. Determine el periodo de cada una de las siguientes funciones:
(a) z=—3sent, (b)z=2sen2t, (c)z=—2sens, (d)z=tan2t.

. Compare las gréficas de la siguientes funciones y determine el rango de cada una de

ellas: z =costy z = }Lcost.

. Determine el rango de las siguientes funciones z = %cos 2ty z = —% sent

. Para cada una de las siguientes funciones encuentre su amplitud, periodo, desplaza-
miento de fase y, sin uso de tablas, haga un bosquejo de la gréfica.
(a) y=—cos(2x+7), (b)y=-sen(2x—m).

. En cada uno de los siguientes ejercicios escriba una funciéon de la forma z =
Asen(Bt — (), utilizando la informacion dada:

(a) Amplitud igual a 2, periodo igual a 7, desplazamiento de fase igual a 7 unidades
a la izquierda.

(b) Valor minimo igual a —3, periodo igual a 27/3, desplazamiento de fase igual a

% unidades a la derecha.

. Observe la grafica representada en la figura T.1. Una ecuaciéon que describe la
funcién representada es:

2
_ 37

| 12 | | | | | 27T | t
I T I T 1 I T T
27 -7 \_x s T |\ 3n

2 2 2

9l

Figura T.1

(a) z=2sen (t — %), (b) z=—2sen(2t—12), (c)z=2sen (t— %),
(d) == —2sen (2t + ).

. Algunos metereologos usan la formula f(t) = asen(bt — ¢) + d para simular las
variaciones de temperatura durante el dia. El tiempo t esta dado en horas y f(t) en
grados celsius. La temperatura de la media noche es la que corresponde a t = 0 .
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Si un dia en Alaska la temperatura vari6 segtn la formula f () = —10sen(75t — 3¢,

al respecto de las afirmaciones A y B dadas a continuacién es correcto afirmar:
e A. A la media noche la temperatura fue igual a 5°C'.
e B. La temperatura minima fue —10°C.

(a) Ay B son verdaderas.

(c
(d) Ay B son falsas.

)

(b) A es verdadera y B es falsa.
) A es falsa y B es verdadera.
)
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Taller 5:

Ejercicio 20.1
Verifique cada una de las siguientes identidades:

1. 1+ tan?(—t) = sec?t.

l1+tant __ cott+1

l1—tant cott—1"

sect+tant

oot tantsect.

sect __ l4sent

1—sent cos3t °

cos2t = 1 — 2sen?t.

14-cos 2t
- -

cot 2t = L(cott — tant).

cos2t __ cott—1

1+sen 2t cott+1"°

cos’t =

© ® N e v W

(cos*t — sen' t) = cos 2t.
__ 3tant—tan3t
10. tan 3t = 1_3tan2?
Ejercicio 20.2

1. Calcule el valor de sen 75°, utilizando las funciones seno y coseno de los angulos 30°
y 45°.

2. Calcule el valor de tan 15°, utilizando las funciones de los dngulos 30° y 45°.
Ejercicio 20.3

Resuelva las siguientes ecuaciones trigonométricas en el conjunto dado. Si no se da un
conjunto se supone que x es un elemento del conjunto de los reales.

1. 2cos?z +cosx —1=0,0 <z < 2.
2. cosr+senr=1,0<z < 27.

3. €OS 2T = cos .
4

.sen2x +sendr =0, 0 <z < 2m.
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Taller 6:

1. Se conocen los dos lados de un tridngulo: a = 2,b = 2.5 y el angulo comprendido
entre ellos C' = 60°. Determine sus angulos restantes y el lado c¢. Véase la figura
T.1.

Figura T.1

2. Desde un puesto de observacion son detectados dos objetos A y B a distancias de
9 y 8 kilémetros, respectivamente, en relaciéon con el puesto de observacion. Si el
angulo entre las lineas de vision hacia los dos objetos es de 140°, ; cuél es la distancia
entre los dos objetos? Véase la figura T.2.

A 140° B

Figura T.2

3. Para medir la altura de una montana un geografo utiliza el siguiente método: a lo
largo de una linea, se seleccionan dos puntos diferentes A y B y se miden los dngulos
de elevacion de la montana desde A y B. Utilice la informaciéon de la figura T.3,
para determinar la altura de la montana.

Figura T.3

4. Un poste esta inclinado con relacion a la vertical y forma un dngulo de 85° con el
piso. En un momento del dia, el angulo de elevacion del sol es 40° y la sombra del
poste sobre el piso mide 3 metros. Encuentre la longitud del poste.

5. Se requiere conocer la distancia entre dos puntos A y B situados en las dos orillas
opuestas de un rio. Un topdgrafo mide, desde el punto A, el angulo ZBAC = 45°.
Luego mide la distancia de A a |, la cual es igual a 200 metros. Desde el punto C'
mide el dngulo ZBCA = 60°. Determine la distancia desde A hasta B.
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6.

10.

Un bote navega desde el pueblo A al pueblo B, el cual esta a 100 kms de distancia,
sobre la misma margen del rio. Luego cambia el rumbo en direcciéon NE (noreste) y
se se dirige al punto C'. Si la distancia recorrida entre B 'y C' es de 200 kms , ;cual
es la distancia entre A y C'?7 ;Cual angulo debe girar el piloto en C' para volver al
pueblo A? Véase la Figura T.4.

C

A 45°
B

Figura T.4

Vamos a considerar una variante del problema anterior: un bote navega desde el
pueblo A al pueblo B, que estd a 100 kms de distancia sobre la misma margen del
rio. Luego cambia el rumbo y toma direccion NE (noreste) y se dirige al pueblo C,
situado en la otra margen del rio. Si la distancia entre A y C' es de 200 kms, jcual
es la distancia entre B y C'7 ;Cudl angulo debe girar el piloto en C' para volver al
pueblo A? Véase la Figura T 4.

. Un globo flota en el aire exactamente sobre el segmento de recta que une los puntos

Ay B, los cuales estan a 3 kilometros de distancia entre si. Si el &ngulo de elevacion
desde el punto A mide 30° y el angulo de elevacién desde el punto B mide 50°,
determine la altura del globo.

. Un piloto vuela en una trayectoria recta en la direccion Este, durante una hora y

treinta minutos. Luego hace una correccién en el rumbo del vuelo en direccion N E,
(Noreste) y vuela 2 horas en esta direcciéon. Si mantiene una velocidad constante de
300 kilémetros/hora. ;Qué tan lejos esta de su punto de partida?

Una cancha de deportes de un colegio tiene forma rectangular con lados que miden
150 mts y 100 mts, respectivamente, como lo indica el grafico en la figura T.5.

C

Norte Sur

_—

A B
Figura T.5

Tres estudiantes que denominaremos A, B y C estan situados en las esquinas de la
cancha, como se indica en la figura T.5, de tal forma que la distancia entre A y B
es de 150 metros y entre A y C' es de 100 metros.

(a) Elestudiante C'se mueve 50 mts en linea recta, hacia la esquina sur de la cancha
sobre el lado en el cual ¢l se encuentra situado. Determine las medidas de los
angulos del tridngulo con vértices en las nuevas posiciones de los estudiantes.
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(b) Partiendo de la posicion inicial, el estudiante A se mueve en linea recta, 50v/3
mts hacia la esquina sur, donde esta situado el estudiante B. Determine las
medidas de los angulos del triangulo con vértices en las nuevas posiciones de
los estudiantes.

(c) Partiendo de la posicion inicial, el estudiante A se mueve 50 mts hacia la
esquina sur, donde esta situado el estudiante B y el estudiante B se mueve 50
metros hacia la esquina norte donde estaba situado el estudiante A. Determine
las medidas de los angulos del triangulo con vértices en las nuevas posiciones
de los estudiantes.

11. En este ejercicio se trata de reconocer cuél es la estrategia conveniente para resolver
el triangulo AABC' a partir de los datos conocidos y determinar si es posible resolver
el triangulo y si se debe utilizar la ley del seno o la ley del coseno. Véase la figura
T.1

a) Conocidos los lados a y ¢ y el angulo C.

C

(a)
(b) Conocidos los tres angulos A, By C.

) Si se conoce que el tridangulo es rectangulo y se conocen dos lados del triangulo.
(d)

d) Si se conoce que el tridangulo es rectangulo y se conocen dos lados a y ¢y

C =90°.
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Taller 7:

1. Calcule la ecuacion de la recta que cumpla las condiciones dadas.
(a) Pasa por el punto P(—2,4) y tiene pendiente —1.
(b) Pasa por los puntos R(—1,—2) y S(4,3).
(c) Pasa por el punto P (%, —%) y es perpendicular a la recta 4z — 8y = 1.
)

(d) Pasa por el punto P(—2,1) y es paralela a la recta que pasa por los puntos
A(-3,-2) y B(4,2).

2. Halle la distancia del punto @(—4, 1) a cada una de las rectas obtenidas en el literal
anterior.

3. Demuestre que los puntos A(—3,0), B(—2,2), C(—1,—1) y D(0, 1) son los vértices
de un rectangulo.

4. En cada uno de los siguientes casos, determine si las dos rectas dadas son coinci-
dentes, paralelas, perpendiculares o ninguna de las anteriores.

(a) Ly: 20 +by=—1y Ly: 10x + 25y = 4.
(b) Li: x—3y=—-1y Ly: y+ 3z =05.

(¢c) Ly: y+3x=T7y Ly: —x+2y=-3.
(d) Ly: Ty—2x=-5y Ly: 6x — 21y = 15.
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Taller 8:

Los siguientes ejercicios corresponden a la lecciones sobre la circunferencia y la parabola,
sin embargo es posible que el lector necesite usar resultados obtenidos en lecciones ante-
riores, por favor consulte dichos resultados en la leccién indicada.

1. Encuentre la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el origen del sistema de
coordenadas y que es tangente a la recta y = 5.

2. Encuentre la ecuaciéon de la circunferencia cuyo centro es el punto de interseccion
de las rectas 2z +3y+1 =0y x —2y = 17 y cuyo radio es igual a la distancia entre
los puntos (3,1) y (4, 2).

Sugerencia: Consulte las lecciones de linea recta y distancia entre dos puntos.

3. Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene a AB como didmetro, sabiendo
que A= (1,2) y B = (5,12).

4. Encuentre una ecuacién para la parabola que tiene vértice en el origen, su eje focal
es el eje y y pasa por el punto (2, —16).

5. Halle la ecuacion de la parabola que satisface las condiciones dadas:
(a) Tiene vértice en el origen y su directriz es y = 2.

(b) Tiene foco en (1,0) y su directriz es © = —1.
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Taller 9:

Los siguientes ejercicios corresponden a la leccion sobre la elipse, sin embargo es posible
que el lector necesite usar resultados obtenidos en lecciones anteriores, por favor consulte
dichos resultados en la lecciéon indicada.

1.

Encuentre la ecuacion de la elipse horizontal cuyo eje mayor mide 6 y cuya distancia
entre focos es 4.

. Encuentre la ecuaciéon de la elipse cuyos focos estan a una distancia de 6 y cuyos

vértices estan ubicados en los puntos Vi = (0,5) y Vo = (0, —5).

. Encuentre la ecuacion de la elipse cuyo eje normal es el eje y, con distancia entre

los focos igual a 40 y longitud del eje mayor 100.

. Encuentre las ecuaciones de las rectas que pasan por uno de los focos de la elipse

% + % = 1 y por el extremo superior del eje menor de dicha elipse.
Sugerencia: Hacer un esbozo de la grafica de la elipse para identificar los puntos
mencionados en el ejercicio y consulte la leccién de rectas en el plano.

. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,2) y que es perpendicular

al eje focal de la elipse % +a?=1.
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Taller 10:

1. Con los datos dados determine la ecuacion de la hipérbola, la ecuacion de las asin-
totas y trace su grafica.

(a) Focos: (—6,0) y (6,0). Vértices: (—5,0) y (5,0).
(b) Focos (0,—10) y (0,10). Vértices: (0,—8) y (0,8).

2. Halle los vértices, focos, asintotas y trace la grafica de la hipérbola cuya ecuacion
viene dada por

(a) bz? — 8y? = 40.
(b) Ty* — 9z* = 63.

3. Halle la ecuaciéon de la hipérbola que tiene uno de los vértices en el punto (2,0)
sabiendo que una de sus asintotas tiene ecuacion 3z — 4y = 0. Ademés halle los
elementos restantes y trace su gréfica.

4. Halle la ecuacion de la hipérbola que tiene uno de los focos en el punto (0, —5)
sabiendo que una de sus asintotas tiene ecuacion 2z — 3y = 0. Ademés halle los
elementos restantes y trace su gréfica.
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Tabla de funciones Trigonométricas

Grados Seno Coseno Tangente Cotangente Secante Cosecante Grados

0 1.000 0 - — - 1.0000 - —— 90
1 0.0175 0.9998 0.0175 57.2900 1.0002 57.2987 89
2 0.0349 0.9994 0.0349 28.6363 1.0006 28.6537 88
3 0.0523 0.9986 0.0524 19.0811 1.0014 19.1073 87
4 0.0698 0.9976 0.0699 14.3007 1.0024 14.3356 86
5 0.0872 0.9962 0.0875 11.4301 1.0038 11.4737 85
6 0.1045 0.9945 0.1051 9.5144 1.0055 9.5668 84
7 0.1219 0.9925 0.1228 8.1443 1.0075 8.2055 83
8 0.1392 0.9903 0.1405 7.1154 1.0098 7.1853 82
9 0.1564 0.9877 0.1584 6.3138 1.0125 6.3925 81
10 0.1736 0.9848 0.1763 5.6713 1.0154 5.7588 80
11 0.1908 0.9816 0.1944 5.1446 1.0187 5.2408 79
12 0.2079 0.9781 0.2126 4.7046 1.0223 4.8097 78
13 0.2250 0.9744 0.2309 4.3315 1.0263 4.4454 7
14 0.2419 0.9703 0.2493 4.0108 1.0306 4.1336 76
15 0.2588 0.9659 0.2679 3.7321 1.0353 3.8637 75
16 0.2756 0.9613 0.2867 3.4874 1.0403 3.6280 74
17 0.2924 0.9563 0.3057 3.2709 1.0457 3.4203 73
18 0.3090 0.9511 0.3249 3.0777 1.0515 3.2361 72
19 0.3256 0.9455 0.3443 2.9042 1.0576 3.0716 71
20 0.3420 0.9397 0.3640 2.7475 1.0642 2.9238 70
21 0.3584 0.9336 0.3839 2.6051 1.0711 2.7904 69
22 0.3746 0.9272 0.4040 2.4751 1.0785 2.6695 68
23 0.3907 0.9205 0.4245 2.3559 1.0864 2.5593 67
24 0.4067 0.9135 0.4452 2.2460 1.0946 2.4586 66
25 0.4226 0.9063 0.4663 2.1445 1.1034 2.3662 65
26 0.4384 0.8988 0.4877 2.0503 1.1126 2.2812 64
27 0.4540 0.8910 0.5095 1.9626 1.1223 2.2027 63
28 0.4695 0.8829 0.5317 1.8807 1.1326 2.1301 62
29 0.4848 0.8746 0.5543 1.8040 1.1434 2.0627 61
30 0.5000 0.8660 0.5774 1.7321 1.1547 2.0000 60
31 0.5150 0.8572 0.6009 1.6643 1.1666 1.9416 59
32 0.5299 0.8480 0.6249 1.6003 1.1792 1.8871 58
33 0.5446 0.8387 0.6494 1.5399 1.1924 1.8361 57
34 0.5592 0.8290 0.6745 1.4826 1.2062 1.7883 56
35 0.5736 0.8192 0.7002 1.4281 1.2208 1.7434 55
36 0.5878 0.8090 0.7265 1.3764 1.2361 1.7013 54
37 0.6018 0.7986 0.7536 1.3270 1.2521 1.6616 53
38 0.6157 0.7880 0.7813 1.2799 1.2690 1.6243 52
39 0.6293 0.7771 0.8098 1.2349 1.2868 1.5890 51
40 0.6428 0.7660 0.8391 1.1918 1.3054 1.5557 50
41 0.6561 0.7547 0.8693 1.1504 1.3250 1.5243 49
42 0.6691 0.7431 0.9004 1.1106 1.3456 1.4945 48
43 0.6820 0.7314 0.9325 1.0724 1.3673 1.4663 47
44 0.6947 0.7193 0.9657 1.0355 1.3902 1.4396 46
45 0.7071 0.7071 1.000 1.0000 1.4142 1.4142 45
Grados Coseno Seno Cotangente Tangente Cosecante Secante Grados
Tabla 20.1
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Rectas paralelas, 79

Rectas perpendiculares, 79
Rectas verticales, 80
Relaciones trigonométricas, 6

Secante, 6

Seno, 6, 36

Seno, ley de, 69
Sistema circular, 2

Tangente, 6, 41
Tridngulos, resoluciéon de, 10

vector geométrico , 119
Vectores algebraicos, producto por escalar,
122

Vectores algebraicos, suma, 122

143



	Ángulos 
	Medida de ángulos
	Clasificación de los ángulos según su medida
	Relaciones entre ángulos
	Teorema de Pitágoras
	Relaciones trigonométricas de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo


	El conjunto de los números reales
	El conjunto de los números reales y la recta real
	Representación decimal de los números reales
	Sistema de coordenadas rectangulares
	Distancia entre dos puntos
	Punto medio entre dos puntos

	Funciones trigonométricas de ángulos en posición canónica I
	Ángulos orientados 
	Ángulos en posición estándar o canónica.
	Funciones trigonométricas de ángulos en posición canónica.
	Signo de las funciones trigonométricas

	Funciones trigonométricas de ángulos en posición canónica II
	Funciones trigonométricas de ángulos cuadrantales
	Funciones trigonométricas del ángulo 45 o 4.
	Funciones del ángulo  .eps.bb6 ó 30
	Ángulos de referencia

	Funciones trigonométricas de números reales I
	Funciones trigonométricas en el conjunto de los números reales
	Función seno
	Función coseno

	Funciones trigonométricas de números reales II
	Dominio de las funciones tangente y secante, cotangente y cosecante
	Período de las funciones tangente y cotangente
	Propiedades y gráfica de la función tangente

	Funciones trigonométricas de números reales III
	Funciones sinosoidales de la forma: y=a`39`42`"613A``45`47`"603Asenbx y y=acosbx
	Funciones y = a`39`42`"613A``45`47`"603Asen(bx + c) y y=acos(bx+c) y sus gráficas

	Identidades trigonométricas
	Identidades fundamentales
	Fórmulas de adición y sustracción
	Identidades de ángulos dobles

	Ecuaciones trigonométricas
	Resolución de triángulos I: ley del coseno
	Resolución de triángulos II: ley del seno
	Línea recta I
	Distancia de un punto a una recta

	Línea recta II
	Rectas paralelas y perpendiculares

	Circunferencias
	Definición
	Ecuación de una circunferencia
	Gráfica de la circunferencia con centro en (0,0) y radio r>0
	Gráfica de la circunferencia con centro en C=(h,k) y radio r

	Parábolas 
	Definición
	Ecuación de la Parábola

	Elipses I
	La elipse
	Construcción de la elipse
	Ecuación de una elipse
	Elementos de una elipse

	Elipses II
	Gráfica de la elipse con focos en (-c,0) y (c,0).
	Elipse con focos en (0,c) y (0,-c).

	Hipérbolas I
	Definición
	Ecuación de la hipérbola
	Gráfica de la hipérbola con focos (-c,0) y (c,0)

	Hipérbolas II
	Gráfica de la hipérbola con Focos (0,-c) y (0,c)

	Vectores algebraicos
	Suma y producto por un escalar
	Magnitud y dirección


	Talleres
	Taller 1:
	Taller 2: 
	Taller 3:
	Taller 4:
	Taller 5:
	Taller 6:
	Taller 7:
	Taller 8:
	Taller 9:
	Taller 10:

	Bibliografía

